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Ubung 2 - Musterlésung

1. Zentraler elastischer Stoss zwischen zwei Punktmassen (*)

1. Ein Teilchen der Masse m stosst mit einem Teilchen der Masse 3m in einer Dimension.
Vor dem Stoss hat im Laborsystem das Teilchen 1 den Impuls p;, das Teilchen 2 den

Impuls p;. Wie sind die Impulse nach dem Stoss?

2. Wo befindet sich der Schwerpunkt der Massen und mit welcher Geschwindigkeit be-

wegt er sich?

3. Betrachten Sie den Stoss im Schwerpunktsystem. Welche Energie {ibertriagt Teilchen
1 auf Teilchen 2 im Laborsystem? Vergleichen Sie diese Energie mit der anfinglichen

kinetischen Energie des ersten Teilchens im Laborsystem.
Losung:
1. Nach den Formeln aus der Vorlesung sind

, 1

p1=§@2—m)

1
Py = 5(102 + 3p1)

2. Der Schwerpunktsimpuls ist die Summe der Impulse

p1+Dp2 =D+ 0

Seine Geschwindigkeit ist dann
S P1+D2
R=
4m
Der Ort des Schwerpunktes ist mit dem Abstand Az = x5 — a3

3mA 3
R=uxz+ m x:$1+ZA5E
Die Zeitableitung davon ist
: . .3, 1. 3. mir+3mxy pi+p
R — — — — — — —_ — —
ot s g g 4m 4m

Die beiden Ergebnisse stimmen also iiberein.
3. Im Schwerpunktsystem hat das erste Teilchen den Impuls

3 p2)

pis = m(a1 — R) = Z(pl -3



Da der Schwerpunktsimpuls im Schwerpunktsystem verschwindet, ist dann

P2s = —P1s (8)
Beim Stofs kehren sie sich dann einfach um, es ist also
Pis = P15 = P2s = —Dag (9)
Wandelt man den Impuls wieder ins Laborsystem um, erhidlt man

/ 5 / : 3
py =mR+pig=mR —pig = —Z(M—%)‘i‘m

p1t P2 P P2

—_— ==+ = 10
4m 2 * 2 (10)

Dass dieses mit dem im Laborsystem ausgerechneten Impuls {ibereinstimmt, kann man

als Bestatigung der Rechnung verwenden.

2. Vollkommen inelastischer Stoss von Schiff und Eisberg (*)

Ein Schiff der Masse M = 53t fihrt mit einer Geschwindigkeit von v = 11m/s zentral
gegen einen Eisberg der Masse m = 5300t. Die Kollision verlduft vollkommen inelastisch,
und der Antrieb des Schiffes kann dabei vernachlissigt werden.

1. Berechnen Sie die resultierende Geschwindigkeit und den Energieverlust AE im Ver-
hédltnis zur anfanglichen Energie in einem System, in dem der Eisberg anfangs ruht.
Losung:

Hier ist die resultierende Geschwindigkeit

o3tv v cm
Y = —— =10.80— 11
Y T B3t-(1+100) 101 s (11)
Der Energieilibertrag ist dann
53t 53t-101 / v \2 53t 1
AE:—Z——<—) :_2.1__ 12
2 " 2 \101 5 v (= 3p7) (12)
In der Kollision wird also 1
1——=99. 1
T 99.0% (13)

der urspriinglichen kinetischen Energie in Verformungs-, Wérme-, etc. Arbeit umgewan-
delt.

2. Beim Stofs wird das Schiff um 20 m verkiirzt. Berechnen Sie die Aufprallzeit, wenn
die Deformation mit einer Geschwindigkeit von v = %v geschieht.

Losung: Die Deformation geschieht mit der Geschwindigkeit

U =055— 14
v=55" (14

Die Deformationszeit ist dann die Zeit, in der das Schiff die Lange | = 20m mit dieser



Geschwindigkeit zusammenstaucht, also

t=— =3.63s (15)

S

3. Welcher mittleren Beschleunigung entspricht dies fiir die Menschen auf dem Schift?
Losung: Die mittlere Beschleunigung ergibt sich aus dem Unterschied zwischen den Ge-
schwindigkeiten des Schiffes vorher und nachher und der Zeit, in der es derart abgebremst
wurde:

U~ 101 m
= p— 101 — 999 1
a=v—p 9932 (16)

3. Rollende, stossende Zylinder (***)

1. Ein homogener Zylinder von Radius » und Masse m rollte eine Rampe der Hoéhe h
herunter. Berechnen Sie seine Geschwindigkeit am Fuss der Rampe. (Das Tragheitsmo-

ment des Zylinders sei [ = m2’“2)

Losung: Die kinetische Energie eines rollenden Zylinders ist

I/ + M 3
B = M e 3 (17)
Er verliert durch das Abrollen an der Rampe potentielle Energie AE,,, = mgh. Die

Zunahme an kinetischer Energie ist die Selbe. Daraus erhélt man

dmgh \/4
w= ek 2 (18)

2. Der selbe Zylinder rollt nun auf der Ebene. Er stdsst elastisch mit einem Zylinder
der selben Masse, welcher anfangs ruhen soll. Dabei findet zwischen den Zylindern keine
Reibung statt. Wie sind die Geschwindigkeiten und Rotationen unmittelbar nach dem
Stoss? (Die Rollbedingung ist dabei nicht mehr erfiillt!)

Losung:Da keine Reibung zwischen den Zylindern stattfindet, kann man den Stof wie
den Stof von zwei Punktmassen betrachten. Aus der Vorlesung wissen wir, dass gleich-
massige Teilchen beim Stofs ihre Impulse vertauschen. Deswegen gilt

V1 = O, Vg = Vg (19)

Die Drehung der Zylinder bleibt véllig unbeeinflusst:

wlsz:%,WQ:O (20)



Die Winkelgeschwindigkeit kommt daher, dass der Kérper ja vor dem Stof ohne zu Rut-
schen rollen soll.
3. Bestimmen Sie nun allgemein das Verhédltnis von Rotationsbeschleunigung zu Trans-
lationsbeschleunigung eines Zylinders, wenn eine Kraft am Auflagepunkt parallel zur
Unterlage angreift.
Lo6sung: In der Rollbedingung haben wir die Drehachse in die Bildebene hinein zei-
gend gewahlt. Deswegen erzeugt eine Kraft, die am Auflagepunkt nach rechts zeigt, ein
negatives Drehmoment

D=—-Fr=1Iw (21)

Die Schwerpunktsbeschleunigung welche durch die selbe Kraft hervorgerufen wird ist
F=mv (22)

Das Verhéltnis ist also . P ;

v__Fm_ T _ 7 2
w Fr/l mr 2
4. Nach einiger Zeit ist fiir beide Zylinder die Rollbedingung wieder erfiillt. Fiir welche
Geschwindigkeiten der Zylinder ist dies der Fall? (Verwenden Sie dazu die Aufgabe c).)
Losung:
Die Motivation zur vorigen Aufgabe war natiirlich, die Auswirkung von Reibung, welche
ja tangential am Auflagepunkt angreift. Die Rollbedingung ist erfiillt fiir

v = 1w (24)

Wir suchen eine Winkelgeschwindigkeit w’ und Geschwindigkeit v’, so dass die Rollbe-
dingung wieder erfiillt ist. Dabei miissen die Differenzen zum Anfangszustand mit der
in 3. hergeleiteten Bedingung zusammenhéngen:

r

(v = v) = (' —w) (25)
Mit der Rollbedingung eingesetzt ergibt dies
(r/ —v) = —g@/ — W) (26)
gm/ = v+ gw (27)
Wwo= ?)—i + % (28)

Wir erwarten, dass der erste Zylinder sich solange beschleunigt und dabei seine Rotation
verlangsamt, bis die Rollbedingung wieder erfiillt ist. Der zweite Zylinder hingegegen
muss seine Geschwindigkeit verringern und sich dabei in Rotation versetzen. Mit der



Gleichung und den Anfangsbedingungen ist

2 2
W =2 W= = Zuwyp (29)

3 3 3
Die zugehorigen Geschwindigkeiten sind

’ Vo 2’00
=2 =22 30
Zusammen mit den gleichen Massen und Trigheitsmomenten kann man hier die Impuls-
und Drehimpulserhaltung beobachten.

4. Fufsball mit starren Korpern (***)

1. Betrachten Sie einen Fufball vom Radius R und der Masse m, welchen Sie hier als
Hohlkugel des Tragheitsmoments I = %mR2 ndhern diirfen. Der Ball liegt auf einer
waagrechten Ebene ohne Reibung. Thm wird ein waagrechter Stofs bei der Hohe h iiber
dem Aquator erteilt; dies kann als Kraftwirkung gesehen werden, die auf beliebig kurze
Zeitspanne konzentriert ist, wobei das Zeitintegral dariiber ein Impuls p ist. Fiir welche
Hohe fithrt der Ball eine Rollbewegung aus?

Losung:

Der Vorgang wird als Stok (eine zeitlich konzentrierte Kraftwirkung) betrachtet, bei dem
sowohl Impuls als auch Drehimpuls auf den Ball iibertragen werden. Der stokende Fufs
hat den Impuls p} dann ist sein Drehimpuls am Kontaktpunkt

L=|L| = |7 xpl = hp (31)

Nach dem Stof muss die Rollbedingung gelten:

v = Ruw (32)
£ R% (33)
p hp
1

(36)

Mit dem Tragheitsmoment eingesetzt ergibt sich

2
h=-R 37
¥ (37)
2. Nun wird der Ball auf dem Aquator senkrecht angestofen. Welche Schwerpunkts- und
Rotationsgeschwindigkeit hat er direkt nach dem Stoft?
Losung: Der Impuls p wurde auf den Ball iibertragen, er fiihrt deshalb eine Transla-

tionsbewegung mit der Geschwindigkeit vy = £ aus. Da er auf den Aquator, also in



Linie mit dem Schwerpunkt gestofsen wird, wird dabei kein Drehimpuls iibertragen, die
Winkelgeschwindigkeit des Balls ist also 0.
3. Wie dndern sich diese mit der Zeit, wenn zwischen Ball und Boden eine Gleitreibung
mit dem Koeffizienten p wirkt?
Lo6sung: Die Gleitreibung wirkt am Auflagepunkt entgegen der Bewegungsrichtung und
mit der Grofe

Fp = puFy = umg (38)

Diese erzeugt ein Drehmoment, dass die Gleit- in eine Rollbewegung iibergehen lisst,
und wirkt natiirlich auch auf die Translation des Balls. Die beiden Gleichungen, welche
die Bewegung beschreiben sind also

RFp = I (39)
Rumg = ng%b (40)

3ug .
Bl 41
2R~ (4
mo = —Fg (42)
b o= —ug (43)

Dabei wurden die Vorzeichen so gewahlt, dass die Rotation ihre positive Richtung geméfs
der Rollbedingung hat.

4. Wann setzt flir den Ball eine reine Rollbewegung ein? Berechnen Sie die Zeit fiir
p=9kgm/s und p = 0.4.

L6sung: Das obige Gleichungssystem wird gelost fiir die Anfangsbedingungen v(0) = vy
und w(0) = 0. Da die Gleitreibung geschwindigkeitsunabgéngig ist, ist die Losung recht
einfach:

v(t) = vy — pgt (44)
w(t) = :;/—;ft (45)

Fiir eine bestimmt Zeit ¢ wird dann gelten v(t') = Rw(t'), also eingesetzt

3
vo = pgt' = gugt’ (46)
v = Sugt (47)
(48)

Das gesuchte t' ist also tatséichlich eine positive Zeit nach dem Stof (sonst wire das
Ergebnis nicht sinnvoll!), und
Yo
t'=— =23s (49)
dptg
Nach dieser Zeit ist der Ball in eine reine Rollbewegung iibergegangen. Da sich der Auf-
lagepunkt dann nicht mehr bewegt, verschwindet dann auch die Gleitreibung. Dieser



Vorgang kann beobachtet sehr plotzlich wirken, was diesen Rechnungen zufolge jedoch
eine Tduschung ist.
5. Trigheitsmomente (**)

Berechnen Sie das Triigheitsmoment von 1. Einem homogenen Vollzylinder (Masse m,

Radius R, Léange [) fiir Rotation um eine Achse durch den Schwerpunkt senkrecht zur
2m

Symmetrieachse (Hinweis: / d¢ cos* ¢ = )

0

Losung: Der Zylinder wird in Zylinderkoordinaten parametrisiert; dann ist dV' = rdrdeodz.
Der Schwerpunkt wird in den Ursprung gelegt. Der Abstand eines Punktes im Zylinder

zur Achse dann
d= /22 +12cos? ¢ (50)

In die Definition des Trégheitsmomentes eingesetzt ergibt das das Integral

/2 27 R
I = / dz/dqb/drrp (22 + 1% cos® ) (51)
71/2 0

= /dgb/drrp ——?l)—i-lr cos® @) (52)

2T
l3
= Ep2R227T + 4R4lp/ d¢ cos® ¢) (53)
0

Das Integral von cos? ¢ iiber die gesamte Periode ist 7.
I ’ R+ lp~ R} (54)
= —7 -R'm
12" Py
Mit der Massendichte p = 7% eingesetzt ergibt sich
mi>  mR?

="
2 "

(55)

2. Einer Kugelhantel, aufgebaut aus einem Zylinder wie oben und zwei Kugeln der Radien
r und Massen M am Ende fiir die Drehung um eine Achse durch den Schwerpunkt und
senkrecht zur Symmetrieachse. Das Tragheitsmoment einer Vollkugel sei %M r2.

Losung: Das gesamte Trégheitsmoment kann man aus einzelnen Trégheitsmomenten



zusammensetzen:

mR>
T

e Dann das der Kugeln. Geméf dem Satz von Steiner erhalten diese zusitzlich zu
dem angegebenen Trigheitsmoment einen Summanden wie Md?, wobei d die Ent-
fernung des Kugelschwerpunktes von der Drehachse ist: Iy ge = %MT2+M(é+T)2.

e Zuerst das des Zylinders; es ist wie oben Iz, = ”f—l; +

Zusammen ist das dann also

2

4 [
Tes = Iz, + ngQ + M(E + 2r® + 21r) (56)

3. Ein Diabolo der Masse m besteht aus zwei (diinnen) Halbkugelschalen der Radien

R, die an ihren Scheitelpunkten verbunden sind. Wie ist das Trégheitsmoment fiir die

Drehung um die Symmetrieachse? (Hinweis: / df sin® § = %)

Losung: ’

Zuerst berechnet man das Tragheitsmoment einer vollen Kugel. Man verwendet Kugelko-
ordinaten, darin ist das Volumenelement dV = r?sin 0drdfd¢, bzw das Flichenelement
dA = R%sinfdfd¢. Die Entfernung zur (z-) Achse ist d = Rsinf. Eingesetzt in die
Definition des Tragheitsmomentes ergibt dies

T 2m
I= / dé / d¢ R*osin® 0 (57)
0 0
Dabei ist 0 = 75 die Oberflachendichte. Mit dem gegebenen Integral und der Fléchen-
dichte eingesetzt ergibt dies
2
I= ngQ (58)

Man kann sich iiberzeugen, dass man hier bereits fertig ist: das Diabolo kann man aus
einer Kugelschale erhalten, indem man einfach eine Hélfte in z-Richtung verschiebt bzw.
spiegelt. Eine solche Verédnderung des Ortes von Masse hat aber keinen Einfluss auf das
Triagheitsmoment, da man dort nur mit Abstdnden senkrecht zur Dreh-(z-)Achse rech-
net.

6. Unwucht (**)

1. Das Schaufelrad einer Flugzeugturbine wird als homogener Vollzylinder der Masse
M = 100kg und des Radius R = 1m vereinfacht, welcher sich um seine Symmetrieachse
mit 10000 rpm dreht. Es fliegt ein Kérper der Masse m = 1kg senkrecht auf die Turbine
zu und bleibt am dufseren Rand des Schaufelrades kleben. Wie grof ist die Winkelge-
schwindigkeit nun? Wie grofs ist die Unwucht als Kraft auf die Achse, welche dadurch
erzeugt wird?

Losung: Die Kraft, die zur Abbremsung der Masse senkrecht zum Schaufelrad nétig ist,
wird von der Achse aufgebracht. Dann wird die Masse in eine Drehbewegung beschleu-



nigt, wobei die Drehimpulserhaltung beachtet werden muss:
lyomegay = [w (59)
Dabei ist Iy = MTR2 und I = Iy+mR?. Die resultierende Winkelgeschwindigkeit ist dann

1
w= TOwo (60)
Die Zentripetalkraft, die die Achse nun zusétzlich auf die Achse ausiiben muss, ist (im

mitdrehenden System)

I\? MR2/2 2
2 2 2
F = mRw” = mRuwj; (fo> =mR (MR2/2 n mR2> wy = 1054.0k N (61)

2. Aus dem selben Schaufelrad wird die Hilfte entfernt. Wir gehen davon aus, dass die
Turbine nun wieder auf die selbe Umdrehungszahl gebracht werden kann. Berechnen Sie
hier auch die Unwucht. (Hinweis: Es mehr als einen Losungsweg.)
Der erste Weg: Man berechnet fiir jedes Flachenstiick die Kraft dF und integriert diese
tiber die verbleibende Fliche auf. Diese ist (in Polarkoordinaten)

dF = dmw’7 (62)
= A (52) (63)
= fracMmR*drde-r? (Zii) (64)
Das Integral ist dann
R
F = / dr / d¢ fracMrR*drdg-r* (5°0) (65)
0 0

Dabei hebt sich die Integration iiber ¢ in der ersten Komponente auf. Es ergibt sich

R T
= Muw? 9 .
F=0) [ dr 3 /dgzﬁr sin ¢ (66)
0 0
F=()(1- COS(W))WéRQWQ (67)
- 2M Ruw?
Fo (o) 2B g3 ormn (68)
m

Ein anderer Losungsweg ist, den neuen Schwerpunkt des Rades auszurechnen und dann

die Unwucht iiber die Entfernung der Gesamtmasse % von der Drehachse auszurechenen.



Der Schwerpunkt berechnet sich aus

R g
- 2 M
_ cos ¢
R = M/dr/d¢ﬁr(sm¢) (69)
0 0
2 1
= F—_ 70
M w? (70)

Man sieht sofort, dass die Fliehkraft einer Masse, die im Schwerpunkt liegt fiir Drehung
um den Ursprung als

LM -
F= ?RWQ (71)
das Selbe wie die andere Rechnung hervorbringt.

7. Stosspendelkette (*)

An einer Stokendelkette sind 6 Kugeln gleicher Massen aufgehéngt, so dass sie sich gerade
beriihren.

v Eine bestimmte Anzahl von Kugeln wird angehoben und
losgelassen. Der erfolgende Stok soll als elastisch, eindimensional und zentral genédhert
werden. Was passiert? Warum?

Losung:

Die selbe Anzahl von Kugeln entfernt sich auf der anderen Seite der Kette mit der selben
Geschwindigkeit wie die auftreffenden Kugeln.

Beim Auftreffen haben alle n Kugeln die selbe Geschwindigkeit v. Nach Impulserhaltung
gilt dann fiir die Geschwindigkeit v’ der weggestofsenen Kugeln

nmv = n'mv’ (72)

Gleichzeitig gilt jedoch wegen der Energieerhaltung

nn;v2 =n 77211/2 (73)

Setzt man die Impuls- in die Energieerhaltung ein, ergibt sich

v="1 (74)
Mit der Impulserhaltung wiederrum ist dann auch

n=n' (75)

8. Inhomogener Zylinder (**)

10



Ein inhomogener Zylinder hat den Radius R = 5c¢m und die Lange | = 20cm. Seine
Dichte nimmt von py im Mittelpunkt linear im Radius auf 4p, am Rand zu.

1. Was ist das Tragheitsmoment des Zylinders? Berechnen Sie auch die Gesamtmasse
und eliminieren Sie damit die Dichte im Ausdruck des Trigheitsmomentes.

Losung: Die Dichteabhéngigkeit vom Radius ist linear:

p(r) = po + 3POL (76)

R

Das Tragheitsmoment ist das Integral

I = /de(r)r2 (77)

\%4

Dabei ist in Zylinderkoordinaten dV = rdrd¢dz. Mit diesem und der Dichtefunktion
eingesetzt ergibt sich

l 27 R
I = /dz/dgf)/drr?’po(l—l—r%) (78)
0 0
R
= 27rlp0/drr —H’ — (79)
0
= 27lp Tpeilp? (80)
‘\4"" "5 R
1 3
= 2 -+ 2 1
17 4
= 1—0p0l7TR (82)
= 0.03338kgm? (83)
Die Gesamtmasse ist
l 2 R
m = /dz/dcb/dr'r’po(l—i—r}—z) (84)
0 0 0
1 R3 3
= 27l —RZ 4 ——
mlpo (2R + 3 R) (85)
= 3rlpyR? (86)
Damit ergibt sich
17
I = —mR2 87

2. Der Zylinder ruht am Anfang auf einer schiefen Ebene mit Neigung o = 30° zur

11



Horizontalen. Welche Beschleunigung entlang der Ebene erfihrt er beim Herunterrollen?
Losung: Da der Auflagepunkt zu jedem Zeitpunkt der ruhende Punkt ist, kann die
Bewegung als Drehung um diesen aufgefasst werden. Die Kraft, die das Drehmoment
hervorruft, ist der Teil Gewichtskraft auf den Schwerpunkt, welcher parallel zur Ebene
angreift:

M = |M| = Rmgsina (88)

Kurze Uberpriifung der harmonischen Funktion: Ist & = 0, sollte der Zylinder nicht
beschleunight werden, und sin(0) = 0.
Das zugehorige Tragheitsmoment ist mit dem Satz von Steiner

47
I'=1+mR*=_—mR? (89)
30
Mit der Bewegungsgleichung .
M=L=1TIw (90)
und der Rollbedingung
5§ = Rw (91)

ergibt sich fiir die Beschleunigung entlang der Ebene

. ) M Rmgsina 30 |
S—Rw—RT—Rf—Egsma (92)

9. Hockey (**)

Ein ruhender Eishockeypuck von einem zweitem der gleichen Masse getroffen, der vor
dem Stok die Geschwindigkeit v = 40 hat. Nach dem Stof ist dieser um den Winkel
04 = 45° abgelenkt, der Ruhende gleitet im Winkel 65 = —30° fort.
1. Berechnen Sie die Geschwindigkeiten v und w der Pucks nach dem Stofs.
Losung: Nach Impulserhaltung muss der Impuls des ersten Pucks in seiner Richtung
erhalten bleiben: /3
U 3w
v =wucos(45°) + wcos(—30°) = —= + —— 93
(45°) - weos(—30°) = 75+ (93)

Die Impulse senkrecht dazu miissen sich zu 0 addieren:

u

w
0 = usin(45°) + wsin(—30°) = - = 94
(45°) wsin(=30°) = 72— ¢ (94)
Ineinander eingesetzt ergeben die Gleichungen
2 2
V2v v (95)

U= ———,W =
1++3 1++/3

2. War der Stof elastisch? Warum? Wie grofs ist fiir einen nichtelastischen Stofs der
relative Verlust an kinetischer Energie im Vergleich zur Energie vor dem Stof?
Losung: Weist man den beiden Pucks die Massen m zu, ergibt sich fiir den Unterschied

12



zwischen Gesamtenergie vor und nach dem Stok:

AE = % v* —u? —w?) (96)
m(, 2 4
-2\ T ar e <1+¢§)2) 1)

| 3

2 (V31
v <2+\/§) (98)

Der Verlust ist also AE ~ %020.19, weswegen der Stofs nach Definition nicht elastisch

sein kann. & %
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