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1 Hilbertraum und Skalarprodukt

1.1 Skalarprodukt?

1' o Fl 80 SO fRn dﬂj - fR’n ||S0 || d:I" > 0
Der zwelte Teil der Bedmgung ist ebenfalls erfiillt: Nur genau dann wenn

¢ = 0 wird das Integral 0.(Da nur der positive Betrag im Integral steht,
wird das Integral positiv bei dem kleinsten Beitrag von ¢ # 0)

o Fi(p, (Y1 + M) fRn () + Mpa()) do = Fl(SD 1) +AF1(p,12)
o Fi(p, ) i= [ p(@)¢(2) dz = Fi(p,%) = [n p(2)0(z) dz = [p. (2)(z) dx =
=F1 (¥, )
2. F2 ist nicht hermitesch: Fa(p, 1) := 20191 — @192 — @ath1 + wat)a # Fa (1, ¢)
3. Fy(p,9) =" <_22 _(1)'5> b =2¢p191 — 0.5p192 — 202101 + pathy

o F3(0, ) = 201 —0.50100 — 20201 +¢3 = 203+ (1.25¢1 —2)? —1.2527 =
Lol + (12501 — 2)*> >0

Ebenfalls =0 genau dann wenn ¢ = (il) =0
2

o (p, 1) # (1, ) => kein Skalarprodukt
e (Pl [ oS B e i S

A-soT(QQ ‘05> d2 = Falp.tn) + A+ Fip02)

i R
o Fy(p, Y14+ a) :=Tr(@ ' (¥14+A2)) Spurtinear Tr(@" (1) +ATr (@' (1)) =
Fy(p, 1) + A - Fa(p, ¢2)
o Fu(p, ) :=Tr(@ ¢) = Tr(SDST' SDS™Y) = Tr(SDS~' SDS™1) =

Diagonalisierung

Tr(SD' DS = Tr(SD DSV =Tr(D D= N2 >0

A; sind Eigenwerte von . Da nur die Nullmatrix ausschlieflich Oen als
FEigenwerte hat, ist damit auch der zweite Teil der Behauptung gegeben.

« B, 0) =Tr@ ) =Tr@ ) =Tr(¢"9) = Tr( ¢ )7)=

- - (A.B)T:BT.AT
Tr(( ¢)")=Tr(v @) = Fy(v,p)
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2 Orthonormalbasen

2.1

Eigenschaften von ONB

1. Zu zeigen:

2.2

(th1,P2) = Z<¢1,<Pj><90j71/12>

Jj€J
Es gilt fiir ¢, € 2, ((pj)jej ONB von J7:
1= (ep)e;  ta=> (erter (95 0k) =ik

jeJ keJ

(1, 1) = <Z (@i 1) 5, Y (rsth2) <Pk> =

jedJ keJ

=3 o ) (on,2) (o ok) = > (b1, 05) (5, 02) O

jed ked keJ
=0j,k

Wir geben uns ein beliebiges ¢ € 5 vor. (¢;);jes sei ONB von
Vj € N gelte:
(pj 1) =0
Wir betrachten die Besselsche Gleichung fiir ¢:
1% = "[{ep¥)P=0 =¢=0 O

jel T

Orthonormalbasis auf dem Einheitskreis
1Zl=1
Parametrisierung: z = e ¢ € [0,27[

Alle Funktionen miissen 27-periodisch sein!(Sie sind Funktionen von e, das
selbst 27 periodisch ist)

27 2 o
— — o ine o 1 o
0=(X,,F)= {Xan@_gif/ﬂngo_ mge ine B

Aus Vergleich mit dem Fourierkoeffizienten ¢, = £ fCC+T f(t)e™mtdt sieht

man: ¢ erfiillt die Rolle von t, w = 1,7 = 27 und vor allem: 0 = (X,,, F) =
1
N

Die Funktion ist durch die Fourierreihe von F(¢) gegeben: F(¢) = 3" 7% ¢, e =
StX0-emr =0 O
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3 Operatoren

3.1 Rechnen mit Operatoren
3.1.1 Unitare Operatoren

UV : H# — # unitir < U1 = UT V-l =yf

1.
o =vivt=v-tu-t=wv)™?
2. g, e .
U, Up) = (U0, 0) = (U0, 0) = (¢, ¥)
3. Vp e S
2.
U|*> = (Up,Up) = (p,¢) = |lol?
A
def
1% sup ] H = sup U] & sup 9] =1
verrvoy I IR o= Ipll=1
3.1.2 Kommutator
[z, plt) = (wp — pa)p = (—wigs +ifa)p = —wif+ift(zy) = —zifl+

Produktregel
) +1x ﬁ =
= [zpl =i

3.1.3 Die Eins

Sei A ein unitérer, orthogonaler Projektor. Es gilt also:

o AT = A | (unitér)

o A2 = A, AT = A (orthogonaler Projektor)

Somit:

A=A2=AA=ATA=A"1A=1
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3.2 Translationsoperator

Der Translationsoperator ist wie folgt definiert:
T, : 7 — H, (T,0)(x):=1v(x—a)).
Hier sei /# = L*(R").

LT, =T,
Bewezrs:

(T-aTat) () = (Tay) (x = (—a)) = (2 + a — a) = P(z)

(0. Tt = | 20 (L) (2)do = | Bl - a)do =

n

— [ ST vy = | Tap )y = (T-up,0)
3. T, ist 0] orthogonaler Projektor B unitar 0] selbstadjungiert

Beweis: aus T, ! =T_, und TS =T, folgt T, = T4 Das ist die Definition
eines unitdren Operators.

3.3 Reell?

Zu zeigen:

A=A = WYpes: (Y Ap)eR

Beweis:

(VRS

A=At def At

(, A) = (P, Ap) = (¥, AY) R



