
Ferienkurs Ana. 3 Fouriertr. u. Distrib. - Aufgaben (Lösung)) WS 09/10

1 Aufgabe

Berechnen Sie die Fouriertransfomierte von

f(x) =
1

x2 + 1

(Ergebnis: f̂(k) =
√

π
2 e
−|k|)

Lösung: Lösung über den Residuensatz → f aufgefasst also komplexe Funktion:

f̂(k) =
1√
2π

∫
R
e−ikz

1

z2 + 1

=
1√
2π

lim
R→∞

∫ −R
−R

e−ikz
1

(z − i)(z + i)
+

1√
2π

∫ b

a

e−ikRe
it

R2ei2t + 1
iRe−it dt =

1√
2π

2πiResz0 f̂

∫ b

a

e−ikRe
it

R2ei2t + 1
iRe−it dt =

∫ b

a

e−ikR(cos t+i sin t)

R2ei2t + 1
iRe−it dt

=

∫ b

a

e−ikR cos t ekR sin t

R2ei2t + 1
iRe−it dt

| · | ≤ |a− b|
∫ b

a

RekR sin t

R2ei2t + 1
dt

Damit das Integral verschwindet, muss man den Weg für

• k < 0 oben schließen, da sin t ≥ 0, t ∈ [a = 0, b = π])

f̂(k) =
1√
2π

2πiResif̂ =
1√
2π

2πi
e−ikz

d
dz (z2 + 1)

∣∣∣∣
z=i

=
1√
2π

2πi
e−i

2k

2i
=

1√
2π

2πi
ek

2i
=

√
π

2
ek

• k ≥ 0 oben schließen, da sin t ≤ 0, t ∈ [a = 0, b = −π]) Vorsicht! Orientierung der Kurve
im Uhrzeigersinn (mathematisch negativ) ⇒ Residuum negativ zu werten.

f̂(k) =
1√
2π

2πiRes−if̂ =
1√
2π

2πi
e−ikz

d
dz (z2 + 1)

∣∣∣∣
z=−i

=
−1√
2π
−2πi

ei
2k

2i
=

1√
2π

2πi
e−k

2i
=

√
π

2
e−k

Insgesamt also:

f̂(k) =

√
π

2
e−|k| �
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2 Aufgabe

Zeigen Sie für f, ϕ ∈ S(Rn) ∫
Rn
f̂(x)ϕ(x) dx =

∫
Rn
f(x) ϕ̂(x) dx

Hinweis: Skalarprodukt 〈f, ϕ〉 =
∫
Rn f(x)ϕ(x) dx und Plancherel-Identität.

Vergleich mit Fouriertransformation im distributiven Sinne.

Lösung:∫
Rn
f̂(x)ϕ(x) dx = 〈Ff, ϕ〉

= 〈F−1f, ϕ〉
(Plancherel) = 〈FF−1f,Fϕ〉

= 〈f,Fϕ〉

=

∫
Rn
f(x) ϕ̂(x) dx �

Denn

Ff =
1√
2π

n

∫
Rn
e−ikx f(x) dx =

1√
2π

n

∫
Rn
e−ikx f(x) dx =

1√
2π

n

∫
Rn
eikx f(x) dx = F−1f

3 Aufgabe

Zeigen Sie für die Heavy-Side-Funktion und eine Testfunktion ϕ ∈ S(R)

Θ(x) :=

{
1, x ≥ 0

0, sonst

(
dΘ

dx
, ϕ

)
= (δ, ϕ)
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Lösung:(
dΘ

dx
, ϕ

)
:=

∫
R

(
dΘ

dx
(x)

)
ϕ(x) dx

= −
∫
R

Θ(x)
dϕ

dx
(x) dx

= −
∫ ∞

0

dϕ

dx
(x) dx

= − [ϕ(x)]∞0
ϕ∈S(R)

= ϕ(0)

:=

∫
R
δ(x)ϕ(x) dx

:= (δ(x), ϕ) �

Also dΘ
dx = δ(x) im distributiven Sinne.

4 Aufgabe

1. Zeigen Sie, dass für die δ-Distribution für eine Testfunktion ϕ ∈ S(Rn) gilt

(Fδ, ϕ) =

(
1√
2π

n , ϕ

)

Also Fδ =
1√
2π

n

Lösung:

(Fδ, ϕ) := (δ,Fϕ)
Def.δ
= Fϕ(0) =

1√
2π

n

∫
Rn
e−i0·x ϕ(x) dx =

∫
Rn

1√
2π

n ϕ(x) dx :=

(
1√
2π

n , ϕ

)
�

2. Zeigen Sie, dass für die konstante 1-Funktion aufgefasst als Distribution für eine Testfunk-
tion ϕ ∈ S(Rn) gilt

(F1, ϕ) =
(

(2π)
n
2 δ, ϕ

)
Also F1 = (2π)

n
2 δ

Hinweis: Für die δ-Distribution gilt
(
F2δ, ϕ

)
= (δ, ϕ)

Lösung:

(F1, ϕ)
(1.)
=
(
F
√

2π
nFδ, ϕ

)
=
(√

2π
nF2δ, ϕ

)
=
(√

2π
n
δ, ϕ
)

�
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3. Im klassischen Sinne existiert die Fouriertransformierte von cos(x), x ∈ R nicht, da dass
Integral nicht konvergiert. Fasst man den Kosinus als Distribution auf, lässt sich ihm auf
diese Weise eine Fouriertransfomierte zuordnen. Nehmen Sie dafür an, dass gilt:

(ψ,ϕ) =

∫
R
ψ(x)ϕ(x) dx

Rufen Sie sich jedoch hierbei in Erinnerung, dass es sich hierbei um eine symbolische
Schreibweise handelt, die hier zum Erfolg führt!

Berechnen Sie

(F cos) (k) =

√
π

2
(δ(k − 1)) + δ(k + 1))

Lösung:

(F cos) (k) =
1√
2π

∫
R
e−ikx

1

2

(
eix + e−ix

)
dx

=
1

2

(
1√
2π

∫
R
e−ikx eix dx+

1√
2π

∫
R
e−ikx e−ix dx

)
=

1

2

(
1√
2π

∫
R
e−ix(k−1) · 1 dx+

1√
2π

∫
R
e−ix(k+1) · 1 dx

)
=

1

2

(
1̂(k − 1) + 1̂(k + 1)

)
=

√
2π

2
(δ(k − 1) + δ(k + 1))

=

√
π

2
(δ(k − 1) + δ(k + 1)) �

5 Aufgabe

Benutzen Sie die Algebraisierung der Ableitung der Fouriertransformation und die Ergebnisse
aus Aufgabe 4 um folgende inharmonische DGL zu lösen mit x ∈ C2(R)

ẍ(t)− ẋ(t) = cos t
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Lösung:

F (ẍ− ẋ) (k) = F ẍ(k)−F ẋ(k) = (F cos) (k)

i2k2x̂(k)− ikx̂(k) =

√
π

2
(δ(k − 1) + δ(k + 1))

x̂(k) =

√
π

2

δ(k − 1) + δ(k + 1)

−k2 − ik

xs(t) =

√
π

2

1√
2π

∫
R
eitk

δ(k − 1) + δ(k + 1)

−k2 − ik
dk

=
1

2

(∫
R
eitk

δ(k − 1)

−k2 − ik
dk +

∫
R
eitk

δ(k + 1)

−k2 − ik
dk

)
=

1

2

(
eit

−1− i
+

e−it

−1 + i

)
=

1

2

eit(i− 1)− e−it(i+ 1)

(−1)2 − i2

=
1

2

i(eit − e−it)
2

− eit + e−it

2

=
−1

2
(sin t+ cos t)

6 Aufgabe

1. Zeigen Sie ∫
Rn
e−x

2
dx =

√
π
n

mit x2 = 〈x, x〉 = x2
1 + · · ·+ x2

n

Hinweis: Lösen sie zunächst
(∫

R e
−x2j dxj

)2
in Polarkoordinaten.

Lösung:(∫
R
e−x

2
j dxj

)2
Fubini

=

∫
R

∫
R
e−x

2
j e−y

2
j dxj dyj

Trafo
=

∫ ∞
0

∫ 2π

0
e−r

2

=1︷ ︸︸ ︷
(cos2ϕ+ sin2ϕ) r dr dϕ

= 2π

[
−1

2
e−r

2

]∞
0

= π

⇒
∫
R
e−x

2
j dxj =

√
π �
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∫
Rn
e−x

2
dx =

n∏
j=1

∫
R
e−x

2
j dxj =

√
π
n

2. Zeigen Sie, dass für die Fouriertransfomierte der n-dimensionalen Gauß-Funktion mit
x, k ∈ Rn gilt

g(x) :=
1

σn
e−

x2

2σ2 ⇒ ĝ(k) = e−
σ2

2
k2

Hinweis: Nutzen Sie eine quadratische Ergänzung für das Fourierintegral.

Lösung:

ĝ(k) =
1√
2π

n

∫
Rn
e−ik·x

1

σn
e
x2

2σ2 dx

=
1√

2π
n
σn

∫
Rn
e−( x

2

2σ2
+ik·x+−σ

2

2
k2) e

−σ2
2
k2 dx

=
1√

2π
n
σn
e
−σ2
2
k2
∫
Rn
e
−( x√

2σ
+ iσ√

2
k)2

dx

ψ(x) :=
x√
2σ

+
iσ√

2
k ⇒ 1√

2π
n
σn
e
−σ2
2
k2
∫
Rn
e−ψ

2 1

| detDψ|︸ ︷︷ ︸
=
√

2
n
σn

dψ

=

√
2
n
σn√

2π
n
σn
e
−σ2
2
k2
∫
Rn
e−ψ

2
dψ︸ ︷︷ ︸

=
√
π
n

= e
−σ2
2
k2 �

Bemerkungen:

• (a+ b)2 = 〈a+ b, a+ b〉 = 〈a, a〉+ 2〈a, b〉+ 〈b, b〉 = a2 + 2 a · b+ b2 mit a, b ∈ Rn

• ψ(x) = x√
2σ

+ iσ√
2
k

Dψ =

∂x1ψ1 · · · ∂xnψn
...

. . .
...

∂x1ψn · · · ∂xnψn

 = diag

(
1√
2σ
, ...,

1√
2σ

)

detDψ = det diag

(
1√
2σ
, ...,

1√
2σ

)
=

1√
2
n
σn
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7 Aufgabe

Lösen Sie die freie Schrödingergleichung über die Fouriertransformation

i∂tψ(x, t) = −1

2
∆ψ(x, t) mit (x, t) ∈ Rn × R, ψ, ψ̂ ∈ L1(Rn)

Und
ψ0(x) = ψ(x, 0)(

Ergebnis: ψ(x, t) = F−1

(
e−i

k2

2
t · Fψ0(k)

) )
Lösung:

⇒ Fxi∂tψ(x, t) = Fx
(
−1

2
∆ψ(x, t)

)
⇔ i∂tψ̂(k, t) = −1

2
Fx
(
∂2
x1ψ(x, t) + · · ·+ ∂2

xnψ(x, t)
)

= −1

2

(
Fx∂2

x1ψ(x, t) + · · · Fx∂2
xnψ(x, t)

)
= −1

2
i2(k2

1 + · · ·+ k2
n)ψ̂(k, t)

=
1

2
k2 ψ̂(k, t)

Man erählt eine separierbare DGL nach t, die sich mit folgender Merkregel lösen lässt

i
dψ̂

dt
=
k2

2
ψ̂

dt/ψ̂⇒ dψ̂

ψ̂
= −ik

2

2
dt⇒

∫
dψ̂

ψ̂
= −ik

2

2

∫
dt⇒ ln ψ̂ = −ik

2

2
t

bigg Mit der Anfangsbedingung ψ(x, 0) = ψ0(x)⇔ ψ̂(k, 0) = ψ̂0(k) ergibt sich

ψ̂(k, t) = ψ̂0(k) · e−i
k2

2
t

Durch Rücktransformation erhält man nun

ψ(x, t) = F−1e−i
k2

2
t · Fψ0(k) = F−1

(
e−i

k2

2
t · Fψ0(k)

)
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