Ferienkurs Ana. 3 Fouriertr. u. Distrib. - Aufgaben (Losung)) WS 09/10

1 Aufgabe

Berechnen Sie die Fouriertransfomierte von

1

@)=

(Ergebnis: f \/?e_“CI

Loésung: Losung iiber den Residuensatz — f aufgefasst also komplexe Funktion:

J/c\ / —ikz
\/ 27 2’2 +1
1 -R 1 1 b e—isze” ] 1 ~
= i —ikz + : i Re ™" dt = ——27i R,
orhooe) p ¢ (—0)(z+i)  Vor), Rl " o i Ress f

b o—ikRe" b o—ikR(cost+isint) )
/ —  iRe" dt= / - iRe™ dt
a a

R2e 1 1 R2e + 1
b ,—ikRcost ,kRsint
_ [ € € it
—/a R2ei2t+1 iRe™™ dt
- ) Rek’Rsmt
1< la—9] R 41 d

Damit das Integral verschwindet, muss man den Weg fiir

e k < 0 oben schlieBen, da sint > 0,t € [a = 0,b = 7))

(3 l
' \ ( )

-2
1 ek 1 ek T

flk) =

1
V2T
e k > 0 oben schlieflen, da sint < 0,¢ € [a = 0,b = —m]) Vorsicht! Orientierung der Kurve

im Uhrzeigersinn (mathematisch negativ) = Residuum negativ zu werten.

R R e tkz

' 1 .
fk) = EQW% Res_;f = \/%27” (22 +1)

-1 ik 1 ek \/?
= 27— = — 27— = Zek
=i \/ 27 21 \ 21 21 2

fk) = ﬁe"’f' O

Insgesamt also:
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2 Aufgabe
Zeigen Sie fir f,p € S(R™)

f@)e(@)de= | f(z)@(x) dz
R™ R™

Hinweis: Skalarprodukt (f, ¢ fRn ) dz und Plancherel-Identitt.
Vergleich mit Fouriertransformation im distributiven Sinne.

Losung:

= (Ff.¢)
=(F7'f.9)

(Plancherel) = (FF1f, Fo)

= (f.Fe)

f(@)@(x) de O

) p(x) da
-

R?’L
Denn
Tf ikx — 1 =ik £() — 1 ikx £ N _ 17
Ff m /ne f(x) dx mn/ne f(x) dx mn/ne fleyde=F " f
3 Aufgabe

Zeigen Sie fiir die Heavy-Side-Funktion und eine Testfunktion ¢ € S(R)

1 >0
O(x) =<’ v
0, sonst

<C£,<p> = (6, %)
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Losung:
do do
(Fe) = [(F@) et do
dp
=— R@(w) %(:c) dx
= —/0 %(x) dx
0o PES(R)
=—lp@I5" "= 9(0)
= [ 0(x)p(x) dz
R
= (0(z),¢) O
Also 92 = §(z) im distributiven Sinne.
4 Aufgabe
1. Zeigen Sie, dass fiir die J-Distribution fiir eine Testfunktion ¢ € S(R") gilt
o= ()
) QO - mn ) ()0
Also Fé = !
Vor"
Losung:
0= 0.70) "2 Fo0) = o [ 0w do= [ ot doi= ()
27 n Rn V2T

2. Zeigen Sie, dass fiir die konstante 1-Funktion aufgefasst als Distribution fiir eine Testfunk-

tion ¢ € S(R™) gilt
(FL¢) = ((2m) 6, ¢)
Also F1=(2m)%0
Hinweis: Fiir die §-Distribution gilt (F24,¢) = (4, ¢)

Losung:

(F1,p) & (f\/%”fa, <,0> - (\/%”#5, go) - (\/%”5, ) O
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3. Im Kklassischen Sinne existiert die Fouriertransformierte von cos(z),x € R nicht, da dass
Integral nicht konvergiert. Fasst man den Kosinus als Distribution auf, ldsst sich ihm auf
diese Weise eine Fouriertransfomierte zuordnen. Nehmen Sie dafiir an, dass gilt:

() = /R b(x) o() da

Rufen Sie sich jedoch hierbei in Erinnerung, dass es sich hierbei um eine symbolische
Schreibweise handelt, die hier zum Erfolg fiihrt!

Berechnen Sie

(Fcos) (k) = \/i(é(k —1))+6(k+1))

Loésung:
(Fcos) (k) = L e~ tke E (e +e™) dx
Vor Jr 2
1 1 —ikx _ix 1 / —ikr —ix >
— (= dz + —— d
5 (\/%/]Re e dx Ton Re e T
1 1 , 1 .
I —iz(k—1) 1dx+ / —ix(k+1) | 1d )
5 <\/ﬁ Re T or Re x
1/~ ~
=3 (1(k—1)+1(k+1))
V2
- ?”(5(1@— 1)+ 6(k + 1))
= \/g(é(k—l)—l—é(k—l—l)) O
5 Aufgabe

Benutzen Sie die Algebraisierung der Ableitung der Fouriertransformation und die Ergebnisse
aus Aufgabe 4 um folgende inharmonische DGL zu 16sen mit = € C*(R)

Z(t) — 2(t) = cost
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Losung:
F (& — &) (k) = Fi(k) — Fi(k) = (F cos) (k)
P22 2(k) — ikz(k) = \/Z (6(k—1)+d(k+1))

o [me(k—1)+6(k+1)
(k) = \[ k2 ik

T ztkél{:—l)—l—é(k:—i-l)dk
\/27'(' —k2 — ik
5(k: ) e O(k+1)
itk itk
(/Re _kz_zkdk—k/Re — dk

T2

1 eit e—it
T2 (—1—¢+ —1+i>
Cleft(i—1)—e i+ 1)
2 (—1)2 — 42
B 1 i(eit _ e—it) eit + e—it
2 2 2

~1

5 (sint 4 cost)

6 Aufgabe

1. Zeigen Sie

/ €_$2dl‘:ﬁn mit $2:<$,$>:l‘%++l’i

2
. . .. . . —x2 . .
Hinweis: Losen sie zunachst ( fR e 7 da:j> in Polarkoordinaten.

Losung:

2
—_x2 Fubini —x2 —y?
</e i dx; = e “ie i dx;dy;
R R JR

A

2w
Trafo / / COS Y+ sin QO) rdrde
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n
g2 2
/ e dx:H/ezﬂdxj:ﬁn
n jle

2. Zeigen Sie, dass fiir die Fouriertransfomierte der n-dimensionalen Gauf}-Funktion mit
x, ke R* gilt
1 2

Lo (k) = o= Tk
g@)i= 7B = Gk =3

Hinweis: Nutzen Sie eine quadratische Ergénzung fiir das Fourierintegral.

Losung:
N 1 . 1 &2
g(k) = \/TTI'TL/ etk ﬁe%? dx
22 . 2 o2
- \/271”071/ o~ Goz Fika+=5-k) =5~k ..
= 7171 6_202192/ e_(\/go—i_%k)Q dx
\V2m o” n
x 1o 1 —02,2 2 1
r):=——+ —k :>e2k/e_¢d
V(@) V2o V2 Vo' on n | det D) v
=/2"on
\/inO'n ;cr2k2 _wZ
= ﬁe 2 € dip
Vor o n
="
702 k2
= eT D
Bemerkungen:

e (a+b)?=(a+ba+0b) = (a,a)+2(ab)+ (b,b) =a®+2a b+ b* mit a,b € R"

o Y(z) = L+ ik

axﬂﬁl e a:vnwn

1 1
Dy = : : = diag <,...,
’ ’ \@o \/50)
aaclwn a:vnwn

1 1 1
V2o \/§U> V2o

det Dy = det diag (
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7 Aufgabe

Losen Sie die freie Schrodingergleichung iiber die Fouriertransformation

10 (x,t) = —%Aw(x,t) mit (z,t) € R" x R,w,ﬁ € Ll(R”)

Und
wo(fﬂ) - 'Lﬁ(m‘, 0)
<Ergebnis: Y(x,t) = F1 (e‘ikjt : f¢0(k)> )
Losung:

= Frionp(z,t) = Fy ( ;Aw(:n t)>

e 0k, 1) = — 5 Fo (B2,(0,0) 4 -+ 02 0z, 1)
= 3 (FaB, (1) + - Fodf, (1)
— SRR RO
1 .~
= 5 B (k1)

Man erdhlt eine separierbare DGL nach ¢, die sich mit folgender Merkregel 16sen lésst

dp K~y dp k;2 dip k
za—?@b = j dt:>/ ——z/dt:>lnw——z2t

bigg Mit der Anfangsbedingung ¢ (z,0) = ¢o(z) < @Z(k, 0) = QZO(k) ergibt sich

2

Dk, t) = Go(k) - 7T

Durch Riicktransformation erhilt man nun

Y(x,t) = Fle*i%t - Fapo(k) = F~1 (w”ft . }'wo(k))



