Ferienkurs Analysis 3 ~ Ldsungen Funktionentheorie 23. Marz 2010

I. Losungen zur komplexen Differenzierbarkeit

1. z=2+ 1y, w=u+iv. Gesucht sind Rew = u und Imw = v.
— 1 _ +1 ; -1
(2) v = ST = G e AT
b) w=+vz=2z=w?=u?—v%+ 2iuv =z + iy

2 2 y? 2 ¥ _

T=u"—v Y = 2uv :UQ_W:J; :>u4—ux—T:

u?2=1 (:z: + 22+ y2) > 0 Losung mit Minus scheidet aus.

-2

7+ VT

: vy = L=xt
U ﬂ\/x+\/$2+y2

(c) w=2%=2a%—3wy® +i (3:1:2y — y3)

u(z,y) ==+

2. (a) f(z) = e = (@) =20y — ¥’ o500y — eV’ . gin 2wy =:

U+ 1v 5 5
B—Z = —ev' [z cos 2zy + ysin 2xy] = 8—;
0 0
8—; = 9e¥ [y cos 2zy — x sin 2zy| = —a—;

= holomorph auf C.
) g(z) =2+ 22 =+ 23 - 3oy +i(y + 322y —y3) = u +iv

ou 9 5 Ov ou ov
_— = ]_ — = — _— = — - —_——
or + 3z 3y By 3y 6xy 9

holomorph auf C

I1. Aufgaben zu Laurent- und Potenzenreihen

1. (a) Es handelt sich um einen Pol 5. Ordnung bei z = —3. Nicht hebbar, da
Residuum ungleich Null und keine Residuenbildung moglich bei wesent-
lichen Singularitéiten.

(b) L(z) = 252 5 an(z +3)"
(¢) Das Residuum ist der Koeffizient, der zum Exponenten -1 gehort.
2. Partialbruchzerlegung:

1 A B _ 2(A+B)+A-B 1
CoOGEF) — 1 T T Genesn P A=2=-B
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Mithilfe der geometrischen Reihe kénnen die Summanden entwickelt werden.

PRI E Y S

L3 _
1+(2-2) 1+3i(z-2)|

(z—1)-(z+1) 2|z—-1 =z+1| 2
SEPIGRCEREE DY ST 3 (-1 [1 — 3 +1>] (2—2)
n=0 n=0 n=0
3. (a) Verwende die Reihenentwicklung des Cosinus!
00 n z2n 00 n 2n
f(Z) _ 1- Zn:O (_1) (2n)! _ - Zn:l (_1) ($2n)! _
22 22
o0 e B g
- _; (=1) (2n)! ;(_1) (2n + 2)!

Der Konvergenzradius ist oo, genau wie der des Cosinus.

(b) Entwicklung um z; = —1, Reihenentwicklung des Sinus.
e EED T (=n"
= 1 -1 =
9(2) = (= + )n;)( O ;(z+1)4n+1(2n+1)!

4. Betrachte das nichtkonstante Polynom P(z) = an2"+...+a12+ap mit a; € C.
Angenommen P(z) hétte keine Nullstelle. Dann wére f(z) = % beschriankt
mit 19|00 f(2) = 0 und folglich holomorph.

Nach dem Satz von Liouville wére dann f(z) konstant und somit wére auch
P konstant.
Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung (nichtkonstantes Polynom).

Also hat das Polynom mindestens eine Nullstelle!

III. Losungen zum Cauchyschen Integralsatz

1. Parametrisierung der Einheitskreislinie: z(¢) = e'®
¢ € 10,2m) = dz = ie'?d¢

2r )
I:/z"dz:/ et dg
o7 0
Firn#-1:1=0

Fiir n=—1: [ =i [J"d¢ = 2mi

2. Polstellen: z2+1 =10 & 212 = %1
Nur z=i liegt innerhalb der Kreislinie.

/ efdz f(2)dz o+ f(i) = el
19

02’2‘1‘17 oc < —1
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IV. Aufgaben zum Residuenkalkiil

1. (a) h(z) hat bei z = 2z eine Nullstelle erster Ordnung, also h(zp) = 0.

9z) _1d e 9z) __ 9(z0)
ReSZO h(z) = 01 da0 (Z ZO) (z) . = lzmz%ZQM - h/(Zo)
Z—20
(0) o Res1f() = rfffinitern |, = ¥
. iz(z—2 _ 1= _ i3
* Resuf(5) = riyinitern | ,_p, ~ 15 = 5
o 12(z—2 i+1 _ 43
o Resaif(2) = mifimten | __,, = 2 = 5

2. (a) 0.B.d.A.seia >0

00 9 2 r 2 2
/ B R 1 p——
0 ($2 + CL2) r—oo [ (22 + CL2)

Der Integrand, als komplexe Funktion f(z) interpretiert, hat Polstellen
vierter Ordnung bei z = +ia.

Um den Residuensatz zu verwenden, muss der Weg zu einem geschlos-
senen Weg in der komplexen Ebene ergénzt werden. Wir wéhlen den
Halbkreisbogen fiir ¢ € [0, 7). Nur das Residuum bei z=ia ist relevant.

1 a3 2az2
Resinf(z) = =——= (2 —1a 4
/) 3! dz3( ) (z —ia)* (z + ia)*

B 7
1644

z=ia

Nun gilt mit z = re’?:

T 2 2 2 2 2i¢p )

8at T—00 _r 22 + a? e T262i¢ + a?)

Im Limes geht der letzte Summand gegen Null, die Abschéitzung léuft
wie iiblich! Also:

o 2qx? T
Al = oy
0o (22+a?) 8a

* dx ) " odz
I = 4—>hm —
0 1+fL’ 0—00 0 1+Z
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Der Integrand besitzt 4 Polstellen 1. Ordnung bei z; = e%r, z9 = e%,
5im Tim

z3 =e41, 24 =e4.Nur z; liegt innerhalb des Integrationswegs, also
innerhalb des 1. Quadranten. Residuum:

1 1

e 1~ 1

1 —3im
= —e 4

4

zZ=z1
Der Integrationsweg besteht aus der Strecke [0, r] (z=x), dem Kreisbogen

v (z = re’®) und der Strecke [ir,0] (2 = —iz). Mit dem Residuensatz
folgt:

1 —3im d

Da das Integral ber den Kreisbogen im Limes wieder verschwindet. Ins-

gesamt:
I 1 T - ™2
Cl—igyr 4
—zkac —zkx
d 1
Jw) = \/277/ (1 + k2)2 rgﬁlo\/zw/ (1+k2)?

Auch dieses Integral lduft auf den Residuensatz hinaus.
Polstellen: kj o = +i (doppelt)

Residuen:
e—ika} e—ikx 1
iy = (k1) 1 -1
Resiime =1t~ e e -1
etk 1 d 9 e~ tkx 1 .
Res_; TR ﬁ%(k+l) e ETE k:%fzze (1+xz)

Wie immer muss der Integrationsweg geschlossen werden. Wegen

—ikx —irz cos ¢€rm sing| _ e sin ¢ ri)m 0

k:;ei‘zb ‘e,weidﬁ

g =
muss der Halbkreis durch die negative komplexe Halbebene verlaufen,
weil nur dort sin ¢ negativ ist. Mit dem Residuensatz gilt dann (nur das
Residuum bei z = —i ist relevant):

Tl+z) _, ) etk
_A T — 97 - P
5 e e Res_z(l RIE

1 —zk:x Z?"B —zre“i’:c
— [ f(k)dk = li 5 dk+ i
\/ / *) r00 V2 /_T 1+ k2)? = Vor /_7r 1+ r2e2i¢)2 dé
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Wir schiatzen den letzten Term ab:

0 ;.. ip, —ire®x 0
/ e < /
o (14 r2e2i9)2 -

Somit ergibt sich:

rel®sin o)

T—>00
(1 4 r2e%i9)2 dp =0

flz) = 1 /‘X’ etk dk:——ﬂ(lex)e_m

Vor ) (L K22 2

Integrationsweg entlang des Tortenstiicks mit

e Strecke [0, r] (z=z,2z€[0,7])
e Kreisbogen von r bis ren (z=re", ¢ |:Oa e%b
e Strecke [e%,O] (z= 7”6%7 r € [r,0])

Der Integrationsweg eignet sich besonders, da auf diese Weise immer
nur ein einziges Residuum eingeschlossen wird, was Rechenarbeit spart.
AuBlerdem verschwindet das Integral entlang des Kreisbogens im Limes
und in der dritten Strecke taucht das gesuchte Integral nochmal auf.

Integral und Hauptwertintegral stimmen genau dann iiberein, wenn das
Integral in jedem Punkt auf dem Integrationsbereich existiert. Hier liegt
eine Singularitit bei 0 vor. Allerdings ist diese hebbar, weshalb der Inte-
grand stetig fortgesetzt werden kann.

sin z l—cos?z 1—1 (eiz+6_iz)2 1—2(1+2cos22)
z N 22 o 22 N 22 N
% — cos2z 1 —2cos2z 1 — 2¢2i%
= = (&
22 222 222

Der Integrand f(z) = Re 1722;22M besitzt eine doppelte hebbare Singula-

ritét bei z = 0. Das zugehodrige Residuum ist:

Interpretiert man das Integral als komplexes Wegintegral (siehe Angabe),
so kann man das Hauptwertintegral ausrechnen. In diesem Fall stimmen
der Wert von Hauptwertintegral und Integral {iberein.

Der Integrationsweg muss geschlossen werden, also ergédnzt man den
Halbkreisbogen in der positiven komplexen Halbebene (7,), wobei die
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Polstelle einmal obenrum (7) und einmal untenrum umgangen wird (72)

(siehe Skizze).
Der Residuensatz kann angewendet werden und das Integral lautet nun

folgendermafien:

1_22iz 7’1_22i2 1_22iz
@/jdz =lm 2 | — S —dztlim [~ —dz
~ 2z r—00 _ 222 r—=0 /., 9222

1 1 — 2¢%7 1 — 2¢%= 1 — 2¢%7 1 — 2¢%=
= ———d ———d ———d ———d
2 /71 9.2 T / 222 Z+/ﬂ 9.2 T / 9.2 ¢

=2mi Y Res=0 =2mi Y Res=2mi-(—1)

Wir betrachten nun die folgende Abschitzung mit z = re’® = rcos ¢ +

ir sin ¢:
1—-29 21z 1 -2 2irel®
lim | [ ———o—dz| < lim © lap <
r—00 . 2,2 =00 Jq 2reid
T 1 U 6727" sin ¢
< lim / dgb—i—/ ’dgb =0
T—>00 0 2r 0 T
——
—0 —0

Da der Sinus in [0, 7] beschrénkt und grofier Null ist. Fiir das gesuchte
Integral folgt:

0o . 2 oo 2iz
1-2
/ dx S :Re@/ 7€dz:7r
o x oo 222




