Differentialformen — ein kurzer Uberblick

Definition und elementare Rechenregeln

Differentialformen sind von Ort zu Ort variierende duflere Formen, deren Variation glatt

15t.
Um diesen Satz, der den Begriff der Differentialform sehr gut fasst, zu verstehen, muss
zunéchst gekléirt werden, was man unter einer dufleren Form versteht.

AuBere k-Form.
Eine k-lineare Abbildung ¢ € £¥(R" R), also mit
o(x1, ... i+ AYj, oy T) = (X1, Xy Tk) AR, Y, )

fir alle j € {1,...,k}, zj,y; € R", A € R, heiBt duflere k-Form, falls
sie antisymmetrisch ist:

v1§j<l§k,x1,...mk€R":

o(x1,..., x5, ..., 2., x) = —@(x1, .., T, Ty, T)

Zur Koordinatenfunktion z; : R® - R, x — x; = z - ¢; = (e;,z) kann die Koordina-

tenform

dz;j(v)(y) :==v(y), yeU

fiir ein Vektorfeld v € C>(U,R") assoziiert werden. Jede 1-Form « kann mithilfe der
Koordinatenformen dargestellt werden

n
o= E o;da;
i=1

-Form.

Fiir w4, € C*(U) heifit

w = Z Wiy iy, gy A - Adag,

1<ip < <ig<n



k-Form und ist definiert auf k Vektorfeldern vy, ..., vp € C*(U,R™)

vi(Y)i, - V1Y),
w(vl, ..., oK) (y) = Z wiy .4y, (y)det :

1Siy<<ipsn Ve(¥)iy - R(Y)iy

k-Formen machen also aus k Vektorfeldern eine reelle Funktion.

Der Raum aller k-Formen iiber &/ C R"™ wird mit QF(U) bezeichnet und hat die
Dimension dim Q*U) = (}).
Der R-Vektorraum der Differentialformen iiber U ist Q*(U) := @_, Q*(U).

AuBeres Produkt (Dachprodukt, wedge-Produkt) von w € Q¥ () und
n € Q'U)

wAn = Z Wiy i M1y diy Ao Adag, Aday, A--- Aday,

1<i1 << <n
1<ini<<ji<n

Dieses Produkt ist
(i) assoziativ: (WA N)Ap=wA (nAp)

ii) antikommutativ: w An = (—=1)*n A w
n n

Die duBere Ableitung (Cartan-Ableitung)

Die lineare Abbildung d : Q*(U) — Q*(U) mit
(i) df =Y, flda; fir f e QOWU) =C>U)
(il) dw := Zl§i1<m<ik§n dw;y .4 Ndxg A -2 Adag, fiir w € QF(U)
heifit dufiere Ableitung (Cartan-Ableitung).

Diese ist eine Antiderivation, d.h. fiir « € QF(U) und B € Q' (U) gilt
danB)=daA B+ (-1)*aAndp
Auflerdem gilt auf Q*(U):

dd=0



Beziehung zur klassischen Vektoranalysis

Da Differentialformen in gewisser Weise eine Verallgemeinerung der klassischen Vektor-
analysis darstellen, konnen alle Objekte der klassischen Vektoranalysis mit Differential-
formen identifiziert werden.

1. Vektorfelder v € C*°(U,R"™) kénnen mit 1-Formen

n
v = E v; dz;
i=1

identifiziert werden.

2. Einem Vektorfeld v € C*°(U,R") kann auBerdem eine (n — 1)-Form

n
we =Y (1) widey A Ada A Aday,
1=1

zugeordnet werden. Dabei bedeutet cfm\i, dass d/a?Z weggelassen wird.

3. Gradient als 1-Form
(Vf)" =df
4. Divergenz als n-Form
divodzy A -+ Adxy, = dw,

Dabei bezeichnet man dzj A - - - A dx, = dR"™ als kanonische Volumenform.

5. Rotation als 2-Form auf dem R3
Wroty = do*
6. Mit dd = 0 erhilt man fiir v € C*°(U,R3) und f € C*>(U)

ddv* =0 d.h.div rotv =0
ddf =0 d.h.tor gradf =0



