Ferienkurs Analysis 3 Loésung Vektoranalysis 19. Marz 2010

Lésung 1. Die Einheitssphéire werde parametrisiert mithilfe von Kugelkoordina-
ten

sin 6 cos ¢
U(h,¢) = | sinfsing
cos 6
Dann gilt
cos f cos ¢ —sinfsin ¢
"V (0,¢9) = | cosfsing | =:ep RV (0, p) = sin 0 cos ¢ =:e4
—sinf 0
und
sin 6 cos ¢
MU (0,p) x 2¥(0,9) =sinf | sinfsing | =:sinfe,
cos 6
Damit ist

T, S? = span(eg, es)
N,S? = span(e,)

Die Zylinderoberfliche wird mittels Zylinderkoordinaten parametrisiert:

cos
U(p,z)=| sing
z

—sing 0
"VU(p,z) = cos ¢ =:e, DW(p,z)=| 0 | =e.

0 1

cos
01¥(p,2) x ¥ (p,2) = sin =:e,
0

Es ist also

T,7Z = span(ey, e;)
N,Z = span(e,)
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Losung 2.

(a) Zur Bestimmung der GRAMschen Determinante bendtigt man zunéchst die

Ableitungsmatrix
—(R+rcos?d)sing —rsindcosyp
DT = (R+rcosd)cosep —rsindsing
0 r cos v
Damit ist der Mafltensor
2
DTTDT — < (R—i—rocosﬁ) ;)2 >

und die GrRAMsche Determinante

G =VdetDTTDT = \/r2(R + rcos¥)2 = r(R + rcos ¥)

(b) Die Oberfliche des Torus berechnet man iiber

2m 2
S—/ dS(x)—/ dﬁ/ de Gr
T 0 0

2m 2m 2m
:/ dy / der(R+ rcos?) :27r/ ddr(R + rcos?)
0 0 0

= 47%rR

(¢) Fir das Vektorfeld v(x) = z gilt divu(z) = d1x1 + Oaxe + 0323 = 3. Daher
bietet es sich an, den Satz von GAUSS/OSTROGRADSKI zu verwenden. Man
iiberzeugt sich leicht davon, dass die Oberfliche des Torus geschlossen und
orientierbar ist. Daher gilt

/ v(z) -n(z)dS(z) = / divo(x)dr = 3/ dx
7 V(T) V(T)
= 3Vol(T) =3 / Spdr’ =3 47°R / r'dr’
0 0

= 672 Rr?
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Losung 3. FE ist ein Ellipsoid mit den Halbachsen a =1, b = 3 und ¢ = 2 um den
Mittelpunkt M = (1,0,0). Es gilt also 0 < 27 <2, =3 <29 <3 und —2 < x3 < 2.

(i)

Parametrisierung 1 beschreibt den Rand eines Ellipsoids mit passenden Halb-
achsen, aber mit Mittelpunkt bei (—1,0,0). Bei der zweiten Parametrisierung
stimmt zwar der Mittelpunkt, die Halbachsen sind aber zu klein. Somit bleibt
nur mehr die dritte Parametrisierung. Hier stimmt alles und man kann sich
durch Einsetzen in die Definitionsgleichung des Ellipsoids iiberzeugen, dass
(z1 — 1)% 4+ 323 + 123 = 1 erfiillt ist.

Der Fluss von v(x) = (x1 — 1, 2x9, —x3) durch den Rand OF ist

/ v(x) - n(x)dS(x)
OF

Da OF geschlossen und orientierbar ist, kann man den Satz von GAuUsS/
OSTROGRADSKI anwenden. Mit div v(z) = 2 erhélt man dann

i = xz = 2Vo = -éﬂa c = 167
/aEv(x)-n(x)dS(x)—/Edlv v(a:)da:/EZd 2Vol(FE) =2 3 bc = 16

Wegen rot v(z) = 0 kommen dann neben Antwort 2 auch 4 und 5 nicht in
Frage.

Loésung 4. Da die Oberfliche des Kegels geschlossen und orientierbar ist, gilt nach
dem Satz von GAUSS/ OSTROGRADSKI

/ v(z,y,z) -ndS = / div v(z,y, 2) &3z = / (z+x—1)d%
0K K K

Zur Berechnung dieses Volumenintegrals werden Zylinderkoordinaten

pCOS
U(p,p,2) = | psing
z

eingefithrt. Nach dem Transformationssatz fiir Volumenintegrale ist dann wegen
|detD¥| = p

2 1(2-2) 2
/(z+:v—1)d3x:/ dz/ dp/ dep(z+ pcosp —1)
K 0 0 0

2 1(2-2) T [2?
:27r/ dz/ dpp(z—l):/ dz (2 —2)%(z — 1)
0 0 4 Jo
T

3
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Kennt man die Koordinaten des Schwerpunktes S = (s, sy,s.) = (0,0,h/4) und
das Volumen Vol(K) = %717’2h des Kegels, héitte man sich die Integration sparen
konnen. Es gilt ndmlich

/ z;d*z = Vol(K)s; (j=1,2,3)
K

und damit

/ (z4+x— 1)d3x = Vol(K)(s, + s, — 1) = _g
K

Losung 5. Zuerst wir die Geschwindigkeit des Gases bestimmt. Diese ist

v =rot w = (0,0,2)
Zur Berechnung des Flusses [ v(z)-n(x)dS(z) parametrisiert man B durch Kugel-
koordinaten

d Rsin6cos ¢
U [O,W — arcsin <>} x [0,27] = R3,  W(0,¢) = | Rsinfsing
2R
Rcos6

mit GrRAMscher Determinante Gy = R? sin 6 und Normalenvektor
n = e, = (sin 6 cos ¢, sin f sin ¢, cos f). Damit

2 m—arcsin(d/2R) 0 sin 6 cos ¢
/ v(x) - n(x)dS(x) = / d¢/ d9R?*sind [ 0 | -| sinfsing
o 0 0 2 cos 0

2 m—arcsin(d/2R)
:/ dqﬁ/ df R?sin 62 cos 6
0 0

1
= 47rR2/ d(cosf) cosf
_ /1,d722
4R
B nd?
2

Im vorletzten Schritt wurde dabei die Substitution § — cosf durchgefithrt und
bei den Grenzen verwendet, dass cos(m — arcsin(d/2R)) = cos m cos arcsin(d/2R) +

sin7sinarcsin(d/2R) = —/1 — d?/4R?.

Will man zur Berechnung des Flusses durch B den Satz von GAUSS OSTRO-
GRADSKI anwenden, ist zu beachten dass B nicht geschlossen ist. Es gilt aber

/Bv(a:) -n(z)dS(x) + /Dv(a:) -n(z)dS(z) = / div v(z)dxr =0

V(BUD)
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Dabei bezeichnet D die Offnung des Ballons und V(B U D) das von B und D einge-
schlossene Volumen.

Es ist also

/B o(z) - n(z) dS(z) = — / o(z) - n(z) dS(z)

D

27 d/2
= —/ dgo/ drv(rcosp,rsingp, zg) - (0,0, —r)
0 0

27 d/2 2
:—/ d(p/ dr(—2r):ﬂ
0 0 2

Bei der Ausfithrung der Integration wurden ebene Polarkoordinaten in der Ebe-
ne der Ballonoffnung z = zy verwendet. Zu beachten ist auch, dass aufgrund der
Orientierung von B nach auflen D in negative z-Richtung orientiert sein muss.

Zuletzt berechnet man die Zirkulation von v entlang des Randes 0B, der durch
% cost
~(t) = %l sint

20

parametrisiert wird.

2
748 (o) do = /0 w(y(1)) - H(t)dt

o —gsint —gsint
_ d d
—/ 5 cost . 5 cost d¢
0 0 0
2 d2 d2
— / =T
0 4 2

Da alle Bedingungen fiir die Anwendung des Satzes von STOKES erfiillt sind,
gilt immer

7{68 w(z) - dz = /Brot w(z) - n(z)dS(x)
_ /B v(@) - n(x) dS(x)
_ /D o(@) - n(z) dS(z)

wobei D die nach oben orientierte Offnung des Ballons ist.
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Losung 6. Die Oberfliche 0€ des Ellipsoids ist geschlossen, daher gilt nach dem
Satz von GAUSS/ OSTROGRADSKI

[ ow2) nle 00, 2) = [ div o(eg.z)d¥e =0
oE

&
wegen div v(z,y,z) = —2xz + 2yz + 22z — 2yz = 0.

Alternativ hitte man sich die Miihe machen kénnen, das Ellipsoid zu parame-
trisieren, z.B. durch

T [0,7] x [0,27] = R3, (0, ¢) — (asinf cos ¢, bsinfsin ¢, ccos )

und den Fluss direkt zu berechnen. Dies soll hier nicht ndher ausgefiihrt werden.

Losung 7. Der Rand 9P ist ein Kreis D mit Radius 2 in der Ebene z = 0 und
wird parametrisiert durch

2cost
v(t) = | 2sint
0

Die Zirkulation von v entlang 0P ist dann

épvu,y,z)-dx:/o vy (1)) - 4(t) dt
—2sint

= / —4c0st 2cost det
0 4sin?t

—/ —8cos?tdt = —
0

Nach dem Satz von STOKES gilt

f oy, 2) - de = / rot vz, . 2) - n(e.y, ) dS(x, y, 2)
P P

Da der Paraboloidmantel P und der Kreis D denselben Rand haben, ist

/rot v(x,y, 2) -n(z,y, z)dS(z, v, )—/rot v(z,y, z) - n(z,y,z)dS(z,y, 2)
P

)

2rsin

2
/ d(p/ dr 1 -1 0
,
2
—/ d(p/ dr(=2r) = —
0 0
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wobei rot v(x,y, z) = (2y, 1, —2) verwendet wurde.
Alternativ kann man auch den Paraboloidmantel parametrisieren mittels

T COS
T :[0,2] x [0,27] - R3, U(r,p)=| rsinp
4 —r?

Der Normalenvektor ergibt sich aus

27 cos
0¥ x 9,0 =71 | 2rsing
1

Man iiberpriift leicht, dass die Orientierung des Normalenvektors nach auflen passt.
Damit ist

o 2rsin @ 2r cos
/ rot v(x,y, z) -n(x,y,z)dS(z,y, z / dep / drr 1 - | 2rsing
P 1

2m
= / de / dr (473 sinp cos ¢ — 2r) = =87
0 0

Losung 8. Es ist rot v(z) = (0, 0, 2). Das Normalenfeld an das MOBIUS-Band S
ergibt sich aus

COS U COS 20V —2sin2v(2 + ucosv) — usin v cos 2v
015(u,v) = | coswvsin2v 025(u,v) = 208 2v(2 4+ ucosv) — usinvsin 2v
sin v U COS vV

usin 2v — 2sin v cos 2v(2 + u cos v)
n=0S(u,v) x 32S(u,v) = | —ucos2v — 2sinvsin2v(2 + ucosv)
2cosv(2 +ucosv)

Damit ist der Fluss der Rotation von v durch & (Wirbelstérke)

/Srot v(z) - n(x)dS(z / du/2ﬂdv4cosv(2—|—ucosv)

1 27 1 27
= / du dv8cosv + / du dv 4u cos® v
0 0 0 0

=27

Der Rand von S lasst sich durch

(2 + cost) cos 2t
v(t) = (24 cost)sin2t
sint
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mit ¢ € [0,27] beschreiben. (In der Parametrisierung des MOBIUS-Bandes wurde
u = 1 gesetzt) Damit ist die Zirkulation von v(z) entlang 0S gleich

2m
725 v(z)-dx = /0 v(y(t)) - A(t)dt =

or [ —(24 cost)sin2¢ —2sin 2¢(2 + cost) — sint cos 2¢
= / (24 cost)cos2t . 2cos2t(2 + cost) —sintsin2t | dt
0 0 cost

2
= / dt2(2 + cost)* = 187
0

Der Satz von STOKES ist hier nicht anwendbar, weil das MOBIUS-Band eine
nicht-orientierbare Untermannigfaltigkeit des R? ist, also kein stetiges Normalenfeld
besitzt.

Loésung 9.

v* = vy (x)dey + va(x)dwg + - + v (x)da, = Y0 vi(@)da

*—_

v* = —ydz + zdy

*

)
(ii) v* = x1dxy + xodxe + - - - + xpdx, = Z?:l z;dx;
)
) v* = e Fdr + zyzdz



