Ferienkurs Analysis 3 Ubung Vektoranalysis 19. Marz 2010

Aufgabe 1. Geben Sie fiir die Einheitskugel S? und den Mantel eines Zylinders
Z mit Radius 1 den Tangentialraum und den Normalraum im Punkt z an.

Aufgabe 2. Fiir feste Radien 7, R > 0 wird die Oberfliche eines Torus parame-
trisiert durch

T :[0,27)* — R3,
(p,9) = ((R+ rcos?)cos g, (R+ rcosd)sin g, rsin )

Bestimmen Sie

(a) die GRAMsche Determinante der Parametrisierung
(b) die Oberfliche S des Torus

(c) den Fluss des Vektorfeldes v(x) = x durch die Oberflidche

Aufgabe 3. Seien E := {z € R3|(z; — 1)? + $23 + {23 < 1} und
v(z) = (x1 — 1,229, —x3).

(i) Welche der Abbildungen

cosucosv — 1 cosucosv + 1 cosucosv — 1
(Il 3sin u coswv , o %sinucosv , O 3sinucosv
2sinv Lginw 2sinv

2
ist bei passender Wahl der Intervalle fiir u und v eine Parametrisierung von
OF.

(ii) Welche der Integrale

D/ 2duz, D/4dx, D/divv(m)dfc,

E E E

D/ rotv(x) - n(x) dS(z), D%rotv(m)-dm
oF €

beschreiben den Fluss von v durch OF richtig? Dabei ist die geschlossene
Kurve € die passend orientierte Ellipse %x% + %x% =1 in der Ebene z1 = 0.

Tz, TY, —2)

Aufgabe 4. Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes v(z,y,2) = (
0 < 2}.

2)
aus dem Kreiskegel K := {(z,y,2) € R? |22 + y* < 2(2 — 2)?, z

)
<
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Aufgabe 5. Ein Heiflluftballon habe die Form einer
Sphirenkappe vom Radius R und Offnungsdurchmesser d <
2R (s. Skizze). Das heifle Gas dringt durch die porése Ober-
fliche mit der Geschwindigkeit v = rotw, wobei w =
(—y,x,0). Man berechne den Fluss von v durch die Bal-
lonoberfliche B einmal direkt und iiber den Satz von
GAUSS/OSTROGRADSKI. Berechnen Sie auflerdem das We-
gintegral | op W - dx wobei OB der kreisférmige Rand der Off-
nung ist. Sind die beiden Ergebnisse immer gleich?

—

d

Aufgabe 6. Man berechne den Fluss des Vektorfeldes
v(z,y,2) = (yz? — 222, y?z, 122 — y2?) durch die Oberfliche des vom Ursprung
weg orientierten Ellipsoids £ := {(x, y,2) € R3| . g—; + i—; < 1}.

a?

Aufgabe 7. Gegeben sei der vom Ursprung weg orientierte Paraboloid-Mantel
P = {(z,y,2) € R3|0 < z = 4 — 22 — y?}. Berechnen Sie die Zirkulation des
Vektorfeldes v(z,y,2) = (z,—2x,y?) entlang 9P direkt und mit Hilfe des Satzes
von STOKES.

Aufgabe 8. Berechnen Sie fiir das Vektorfeld v(z) = (—z2,21,0) und das MOBI-
Us-Band

" (2 + ucosv) cos 2v
S :[0,1] x [0,27] — R3, <v >»—> (2 + ucosv)sin 2v

u Sin v

die beiden Seiten im Satz von STOKES. Welche Voraussetzung ist hier verletzt?

Aufgabe 9. Geben Sie die assoziierte 1-Form zu folgenden Vektorfeldern an:
) v(x) = (vi(x), vo(x),..., v(z)), mit z € R”
) v(x) =z, mit z € R”

(111) v(x,y,z) = (_y7 z, 0)
) v(z,y,2) = (e %, 0, xyz)



