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1 Aufgabe
1. Zeigen Sie fiir N # 1, dass die Reihe
> 1
P — 1)
— n(n—1)
konvergiert.
2. Zeigen Sie, dass die Reihe
— 1
S (2)
n=1 n?

o0

konvergiert. Hinweis: Auch wenn Sie nicht gezeigt haben, dass > ﬁ konvergiert, diirfen Sie dies herneh-
n=1

men.

o0
3. Warum kann die Konvergenz von % nicht mit dem Quotienten-Kriterium gezeigt werden?
n=1

Lésung:
1. Per Parzialbruchzerlegung folgt

1 1 n—-(n-1) 1

n-1 n n(n —1) :n(n—l)' (3)

Damit lasst sich eine Teleskopsumme aufstellen:

S-St (G- (D) ()

Somit l4sst sich der Grenzwert ausrechnen und damit die Konvergenz zeigen:

m

1 1
i S — ) =1
771L1—>H(>107;2 nin—1) ’rrlll—{go (1 m) (5)

2. Da gilt
1 1 1
=< —— n>2 6
n? n? n(n-—1) "= (6)
ist > ﬁ eine Majorante von von # Da eine Reihe konvergiert, wenn Sie ohne eine endliche Anzahl

n=2 n=2
an Summanden konvergiert, konvergiert auch die Reihe

=1 1
;ﬁzugﬁ. (7)



3. Damit das Quotienten-Kriterium angewendet werden kann, muss gelten:

1 2

N N sy
Jdg e R, 0 < q <1, sodass gilt: # CFSIE <qgVneN. (8)
Allerdings gilt
n? 1 1
li — | =1 =1. 9
o | = 2 g = [ o

Somit existiert kein ¢, sodass die Bedingung des Quotienten-Kriterium fiir alle n gilt, da sich immer ein N € N
finden l&sst, sodass gilt:
g<n<1lVn>N. (10)

2 Aufgabe

Zeigen Sie, dass die Reihe

n=1
konvergiert.
Losung:
Es gilt
2n 2n 2
0< < — = - fii > 1. 12
3n+1 3n 3 = (12)
Damit folgt
m 2n 2 2n
< <= . 13
(1) <(3) 1)
——
=:bp
Wegen
b1 2\? 4
by, 3 9 (14)
00 2n
konvergiert die Reihe 21 (%)% (Quotientenkriterium). Da diese nach (13) eine Majorante von 21 ( 332_1) ist,
00 2n
. 2n
konvergiert auch Z_:l (3n +1) )
3 Aufgabe
Berechnen Sie folgende Reihe und stellen Sie sie in kartesischer Darstellung dar:
X ik%
z 2k (15)
k=3
Losung:
Da \ef | <1 ist, kann man die geometrische Summenformel anwenden:
i eths I 1 els B i — 1 g4l 2y —4-2it1 _ 8+(2-0(=3-20) _ 8-6-243i-di
N 9 4 - 1-3 2 T 1T 25 4 = 4(2—4) = 8—4i
k=3 P}
_ =i _ —8i—4 _ —i-2 _ _ 1 _ ;1
T 8—4i 6416 20 20 '20 '
Dabei wurde verwendet, dass e’z =i, '™ = —1



4 Aufgabe

Gegeben ist eine Funktion f(z) =In (|Z1] +1)
a) Man bestimme den Definitionsbereich D; von f und zeige, dass f(x) > 0 in Dy liegt.

f(x)=In(x) ist streng monoton steigend

Lésung: Dy =R\ {0}, f(z) =In (|=L|+1) =l (1 - 1| +1) > Inl=0

b) Fiir welche « € Dy ist f differenzierbar, fiir welche nicht differenzierbar (Begriindung)?
Lésung: Ableitungen:

<0 f(x)=In (Ix;l +1)=In(2- %) = fl(z) = %(213071) = 32(2:11—1)
O<z<l:f(z)=hh(-Zt4+1)=h(-Li)= f(z)=-1
z>1: f(x) =1n (Ix;l + 1) = fl(z) == ﬁ

lim f'(z) = —1# lim+f’(x) =1

rz—1— rz—1

Also ist f(x) nicht differenzierbar fiir x = 1

¢) In welchen Teilintervallen von Dy ist f streng monoton steigend oder streng monoton fallend?
Losung:

x < 0: f/(z) > 0= f(x) streng monoton steigend

0<z<1: f'(z) < 0= f(x) streng monoton fallend

x>1: f'(z) > 0= f(x) streng monoton steigend

d) Man berechne ligl f(x), lim_f(z), lirélif(x) ) lirngf(:r).
Losung:

1 .
Jim @) =t (n (=2 + 1) = i (in (1521 1)) =tn2 = _lim_£(o)
lirélif(x) = li%l (In (2 - l)) = +o0

e) Man stelle f in einer sorgféiltigen Skizze dar.

] ! 1

/ :

Abbildung 1: Skizze von f(x)



5 Aufgabe

Man zeige, dass die Funktion = — {/z (k ist eine natiirliche Zahl >1) auf [0, c0) gleichméfig stetig ist, aber nicht
Lipschitz-stetig. Hinweis: Fiir die gleichméifige Stetigkeit benutze man die Ungleichung: |&a — ¥/b| < 4/|a — b|
(ohne Beweis).
Lésung:
GleichméRige Stetigkeit;:

!
() = f(wo)| = [V& = {ao| < e

inweis

o - yal S e wol = o — ol < e =2 6

Damit gilt [z — x| < d = |¥/x — ¥xo| <€

Das gewidhlte § hingt nicht von z( ab, also handelt es sich um gleichméfige Stetigkeit, die fiir Vz,zo € X gilt (Vgl.
Ubung am Mittwoch: fiir gewdhnlich stetige Funktionen hat man ein § bekommen, das von zo abhiingig war).
Lipschitz Stetigkeit:

Um zu zeigen, dass die Funktion nicht Lipschitz stetig ist, betrachte die Lipschitz Stetigkeit am Nullpunkt:

RE- Y0 _ LYo = k1) = o7 20 0 < L
Diese Bedingung ist nicht erfillt, wenn x — 0, weil dort der Ausdruck L~ — 0. Somit ist die Funktion nicht

a‘

Zl)

Lipschitz stetig.

6 Aufgabe

sin?(x) fiurz <0

sin(x)cos(x) firz >0

Sei f: [—m, 7] — R definiert als f(x) = {

a) Bestimmen Sie F : [-7, 7| — R, mit F(z /f

Lésung:

Um die erste Stammfunktion zu finden, muss man partiell integrieren:

[ sin?*(z)dx = —cos(z)sin(z +fcos Ydz = —cos(z)sin(z) + [(1—sin?(z)dx = fcos(z)sin(x) + 2z — [ sin?(z)dzx
Das lasst sich umstellen zu: 2 [ sin?( )dm = —cos(z)sin(z) + z = [ sin®(z)dz = 3(z — cos(x)sin(z))

)dx =
Also fiir # < 0: F(z) = §(z—cos(z)sin(x))|” , = L(z—cos(z)sin(z)+m+sin(—m)cos(—7)) = L(z—cos(z)sin(z)+)
insbesondere: F(0) =

w\a

Fiir die zweite Stammfunktion muss man ¢ = sin(x), dt = cos(x)dx substituieren:
f\/Wcos Yda = [Vidt = 2 243 = 2 (sin(x ))2. Damit folgt fiir > 0:

v = J° f) M+k¢%ﬁw4mﬁﬁ+ammﬁm=%%wmm
Lz — cos(zx)sin(x) +m) firaz <0

Also: F(z) = {2

Z+ %(szn(x))% furz >0

3
2

b) Ist F(x) gleichméfig stetig und differenzierbar?

Losung:

Da F(z) als Verkniipfung stetiger Funktionen aufserhalb der 0 auf jeden Fall stetig ist, betrachten wir = 0:
: — lim L(p— : _

xlirgl_F(x) = xlﬂ%l-ﬂ (x — cos(x)sin(xz) +7) = §
. o . T 2(ar 3 _r

Jimg Fl) = li § + §oin(o)? = 3

Damit ist F(z)stetig. Weil F(z) auflerdem auf einem kompakten Intervall definiert ist, muss es auch gleichméfig

stetig sein.

Weil F'(z) = f(z) gilt, iberpriffen wir nur, ob f(z) stetig ist. Auch f(x) ist auRerhalb des Ursprungs stetig
als Verkniipfung stetiger Funktionen. Dort gilt jedoch: li%li f(x) = sin?(0) =0

lir&_f(x) = /sin(0)cos(0) = /01 =0
Somit ist f(z) stetig und F'(x) differenzierbar.



7 Aufgabe

2 ur —1 <z <
Sei f:[~1,1] — Rmit f(z) = o | fir—l<ses<e
5+ 5 firc<zx <1

a) Welchen Wert muss ¢ haben, damit f(x) stetig ist?

und c €] — 1,1]

Lésung:
Die einzige mogliche Unstetigkeitsstelle ist bei x = c. Daraus ergibt sich: 2¢ = 02+%, also: ¢ = %(2j:\/4 —-2)= lig.
Nur der Wert c =1 — g liegt im fiir c erlaubten Bereich.

b) Welchen Wert muss ¢ haben, damit f'(x) stetig ist?

Losung:

0 ur —1 <x <
Zuerst bestimmt man die erste Ableitung: f'(z) = fzfr ==
2z furc<ax <1

An der Stelle z = ¢ muss also gelten: 2¢ = 0, also ¢ = 0.

¢) Bestimmen Sie F(x) = /f(x)
as|

Losung:
Die Stammfunktionen fiir die beiden Bereiche sind 2cz und % + 5. Also gilt:

2cx|*y = 2cx + 2¢ = 2c(z + 1) fir —1<z<c
F(x) = z° z\|z 2 z° T c® c c? 2 3 .z x -



