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1 Folgen

Untersuchen Sie die Folgen (ay,)neny auf Konvergenz bzw. Divergenz und berechnen Sie
gegebenenfalls den Grenzwert.

a)

ay = <3§4i)n. (1.0.1)

Lésung:

Es wird gepriift, ob die Folge eine Cauchy-Folge ist. Dies ist sie genau dann, wenn sie
konvergiert. Dafiir muss gelten

Ve > 03N €N, sodass |¢, — ¢m| < € Vn,m > N. (1.0.2)
Betrachte den ,,Abstand“ zweier aufeinander folgender Folgeglieder.
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Die Folge ist also keine Cauchy-Folge, da leicht ein ¢ gefunden werden kann mit e < =2,
und folglich nicht konvergent sondern divergent.

an, =vVn?+n—n. (1.0.4)

Losung:

Es wird versucht den Grenzwert so um zu formen, dass man bekannte Grenzwerte erhélt
(insbesondere lim 1 = 0).
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ap = k]i (1 - ;) (1.0.6)

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass a, = "%:

Lésung:

Zunéchst wird die Folge auf eine Form eines grofien Bruches gebracht, indem sich dhnlich
zur Teleskopsumme alle bis auf endlich viele Terme aufheben.
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Somit ist die Folge bereits auf die Form im Hinweis gebracht. Nun leitet kann der Grenz-
wert wie iiblich von anderen Grenzwerten abgeleitet werden.
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lim gy = lim = 2P o 2R L (1.0.8)

2 Rekursiv definierte Folgen

Die Folge (an)nen in R sei rekursiv definiert durch

3
-2 a4y = —2 Wn>1. 2.0.9
ag ) a 4 — a1 n = ( )

Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass die Folge monoton fallend/steigend und beschrinkt ist.

Lésung:

Zunéchst wird durch vollstéindige Induktion gezeigt, dass die Folge monoton fallend ist.
Induktsionsanfang zunéchst wird gezeigt, dass ag > a;.

3 3 3
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Induktionsvorraussetzung Es sei bereits gezeigt, dass die Folge bis n monoton fallend
ist.
2=ap>a1>as>...> Up_1 > Qp. (2.0.11)

Induktionsschluss Nun bleibt zu zeigen, dass a,, > a,41.

3 3
an = 4 > 1
— Qp—1 — Qn

Nach IV ist 2 > a1 > apn und

folglich 4 —ap >4 —ap_—1 >0

= g (2.0.12)

Da die Folge monoton fallend ist, ist sie zwangsléufig auch nach oben beschrinkt. Damit die
Folge beschrinkt ist, muss sie auch noch nach unten beschrinkt sein. Dies lésst sich zeigen,
indem ausnutzt, dass die Funktion monoton fallend ist.

. . 3 . 3
lim a, = lim ——— > lim —— =0. (2.0.13)
n — co n—»oo4_an71 m——ccd —m
da (an) monoton fallend
und ap_—1 < 2




s = 0 ist also eine untere Schranke der Folge (a,).
Da die Folge nach oben und nach unten beschrankt ist, ist die Folge beschrankt.
Da die Folge beschrinkt und monoton fallend /steigend ist, muss sie auch konvergent sein.

Nun soll der Grenzwert a noch berechnet werden

3 3
= 1. = = 2 .14
“ nLIIioan 4 — lim a,—1 4—a (2.0.14)
—4a—a*=3 (2.0.15)
—a’—4a+3=0. (2.0.16)

Man bekommt a € {1,3}. Da der Grenzwert allerdings wohldefiniert ist, kann nur eines der
Ergebnisse richtig sein. Und da a,, < 2 muss folglich gelten a = 1.

3 Haufungspunkte

a) Sei (an)nen eine Folge in C mit W := {a,, : n € N} endlich. Zeigen Sie, dass h aus W
existiert, so dass h hidufungspunkt der Folge (a,)nen ist.

Losung:
Beweis durch Widerspruch. Seien hy, ..., hi die Elemente von W.

Nehme an, kein Element von W ist Haufungspunkt von (a,,). Dann gibt es keine Teilfolge
von (ay), die gegen hy konvergiert. Also gibt es e > 0 und N; € N, so dass a, ¢
U, (h1) :={c€C,|c— hi| <e1} Vn > N;. Analoges gilt fiir by mit [ =2,... k.

Also gilt fiir n > max {Ny,..., Ny}
an ¢ Uey (M) U ... UUg, (hy). (3.0.17)
Das steht im Widerspruch zu

W ={an:n RN} = {hy,...,h} CU, (h))U...UU., (hi). ¢ (3.0.18)

b) Bestimmen Sie fiir die nachstehenden Folgen (a,)nen in R - gegebenenfalls in R = R U
{—00, 00} - den Limes superior, den Limes inferior und alle Hiufungspunkte.

an—1

no=(—1)"—, 3.0.19
an = (<) g (3.0.19)
an = (=3)" + ((=1)" + 1)5™. (3.0.20)
Lésung:
Loay = (=1)"20
Es gilt
2 —1 1— L
li n = lim (=1)%" = li n — 3.0.21
Jim oz = Hm (COT S Gy = T (3.0.21)
und .
lim agygq = lim — —2%FL — 1, (3.0.22)

1 und -1 sind also Grenzwerte von Teilfolgen von (a,) und damit Hiufungspunkt.



Es gibt keine weiteren Haufungspunkte, denn jede konvergente Teilfolge (ay, )ren hat
unendlich viele gerade oder unendlich viele ungerade ny, konvergiert also gegen 1 oder
-1.

Da 1 grofiter Haufungspunkt ist, gilt lim supa,, = 1.

Da -1 kleinster Haufungspunkt ist, gilt lim inf a,, = —1.

n— oo

Da (a,) zwei Haufungspunkte hat, ist die Folge weder konvergent noch uneigentlich
konvergent.

Cay = (=3)"+ ((-1)" 4+ 1)5™.

Es gilt

lim ag, = lim (—=3)*" + ((=1)*" +1) 5** = lim 3** + 25" = o0 (3.0.23)
und

lim ag,1 = lim (—3)"™! = —oc0. (3.0.24)

n— oo n— oo

oo und —oo sind also Haufungspunkte der Folge in R.

Es gibt keine weiteren Hiaufungspunkte, denn jede Teilfolge (a,) hat unendlich viele
k mit ng gerade oder unendlich viele & mit nj; ungerade.

Da die Folge nicht nach oben beschrankt ist, gilt lim sup a,, = oo.

n— oo

Da die Folge nicht nach unten beschrankt ist, gilt lim inf a,, = —co.

n— oo

Da lim sup a,, # lim inf a,,, ist die Folge weder konvergent noch uneigentlich konver-

gent.

4 Komplexe Folgen

Betrachten Sie die folgenden Aussagen iiber eine Folge (ap,)nen in C.

1) (an)nen ist konvergent.

an)nen ist eine Cauchy-Folge.

an)neN hat genau einen Haufungspunkt.

(an)
(an)nen ist beschréinkt.
(an)
(an)

an)neN hat mehr als einen Haufungspunkt.

Untersuchen Sie, welche der folgenden Implikationen richtig bzw. falsch sind. Geben Sie
gegebenfalls ein Gegenbeispiel an.

a) (1) = (2), b)(2)=(1), ¢ B)=(1), d)@2)={), e @)= (1),

) 3), (4) = (1), g) (6) = (5).

Lésung

a) (1) = (2) gilt (siche Vorlesung).

b) (2) = (1) gilt (siehe Vorlesung).

¢) (3) = (1) ist falsch. a,, = (—1)™ ist ein Gegenbeispiel.

d) (2) = (4) gilt, da jede Cauchy-Folge konvergiert und eine konvergente Folge genau einen
H&aufungspunkt hat.



e) (4) = (1) ist falsch. a,, = (1+ (—1)")n ist ein Gegenbeispiel. Zwar gibt es eine Teifolge,
die konvergiert, wenn die Folge einen Haufungspunkt besitzt. Allerdings kann die Folge
wie im Gegenbeispiel zusttzlich eine Teilfolge enthalten, die nicht konvergiert.

) (3), (4) = (1) gilt. Sei h der Haufungspunkt der Folge (a,,). Wére h nicht der Grenzwert
der Folge (a,), so gibe es ein € > 0, so dass fiir alle N € N ein n > N existiert mit |a,, —
h| > . Es gibt also eine Teilfolge (an, )ren von (a,) mit a,, € C\{z € C: |z —h| <e}.
Da die Gesamtfolge beschrankt ist, ist auch diese Teilfolge beschriankt, besitzt also nach
Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge, die gegen ein s € C\{z € C: |z — h| < &}
konvergiert. Insbesondere gilt also s # h. Damit hétte die Folge (a,) zwei verschiedene
Hiufungspunkte s und h. ¢

g) (6) = (5) gilt, da nach Bolzano-Weierstrafl jede beschrinkte Folge (mindestens) einen
Haufungspunkt besitzt. Beséfle die Folge nur genau einen Haufungspunkt, dann wiirde,
wie in f) bereits gezeigt, die Folge konvergieren. ¢

5 Reihen

a) Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz:

o0
(k+1)*
_ 5.0.25
; kS +VED +1 ( )

o (—=1)F
. (5.0.26)

Lésung:

o0
. RD o
1. Behauptung: kZ::1 oy st divergiert.

Beweis: Sei

k4 1)t 1 (1+1)!
b l&(\jkl‘))il =% G (5.0.27)
+ + 1+ 4/1+ o
—_———
::bk
Folglich gilt
1
lim by, = 5 (5.0.28)
insbesondere gibt e ein N € N mit by > i fir £ > N. Es gilt aber
k+1)* 11
k+1D7  llyow (5.0.29)

a, = —mMm———
T B VEO L1 4k

o0
Wiirde die Reihe Y aj konvergieren, so wiirde nach dem Majorantenkriterium wegen

k=1

(5.0.29) auch die harmonische Reihe Y~ i konvergieren. £

k=1
3 (=0 ;
2. Behauptung: kgl 7 konvergiert.

Beweis: Sei 1
by = —. 5.0.30
k= ( )



b)

Die Folge (by, ) ken ist eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibnizschen Konvergenz-
Kriterium konvergiert also die Reihe

=> . (5.0.31)
k=1 k=1 vk
Zeigen Sie, dass die Reihe
~ 2k+1
+ (5.0.32)

Pt k2(k +1)2
konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert.
Lésung:

Wegen (k + 1)% — k? = 2k + 1 ist

2k+1 (k41> K 11 (5.0.33)
(k+1)2k2  (k+ 12k (k+1)2k2 k> (k+1)> o

Also ist firn € N

2 33

Damit folgt

oo

i 2k+1 . 2k +1
2 2

Absolute Konvergenz

Seien Y ap und Y by absolut konvergente Reihen. Zeigen Sie, dass auch die Reihe

k=0 k=0
o0
> (ag — by) absolut konvergiert.
k=0
Lésung:

Nach der Dreiecksungleichung gilt
|ak - bk| < \ak\ + |bk‘ Vk € N. (6036)
——

Ck

o0 &) o0
Da > |ax| und > |bk| nach Vorraussetzung konvergieren, konvergiert auch > c.
k=0 k=0 k=0

Aus (6.0.36) und dem Majoranten-Kriterium folgt, dass auch Y |ap — bg| konvergiert.
k=0

D.h. die Reihe > (ay — by) konvergiert absolut.
k=0

Untersuchen Sie welches Konvergenzverhalten (Konvergenz, absolute Konvergenz, Diver-

genz) die Reihe
= ((-D)F  k+1
Z(( k) + 3 > (6.0.37)
k=1

aufweif3t.

o0
Hinweis: Es darf hergenommen werden, dass die Reihe Y 7% konvergiert.
k=1



Lésung:
S k

Dehauptung: die Reihe > (% + %) konvergiert, ist aber nicht absolut konvergent.
k=1

> k
Beweis: Die alternierende harmonische Reihe > (_li) konvergiert nach dem Leibniz-

k=1
schen Konvergenz-Kriterium.
o]
Die Reihe ) 75 konvergiert (siche Hinweis) und da 75 < 75 konvergiert auch die Reihe
k=1

1%3 nach dem Majoranten-Kriterium.

118

k=1

Also konvergiert auch die Reihe

00 _1k k 1 © _]_k © 1 > 1
Z(( k) N 2;’ >_Z( k) Yy (6.0.38)

k=1 k=1 k=1 k=1

und die Reihe

k41l =l 1
k=1~ k=1 k=1
=:by,

(o]
Die Reihe > by konvergiert sogar absolut, da by, > 0 Vk € N.
k=1

o0
Wiirde auch ) ay absolut konvergieren, dann wiirde nach a) auch
k=1

D lan—br) = . (6.0.40)

k=1 k=1

absolut konvergieren.

Diese Reihe konvergiert aber nicht absolut, da die harmonische Reihe divergiert.

(oo}
Also ist die Reihe Y aj konvergent aber nicht absolut konvergent.
k=1

7 Exponentialreihe

o0
Zeigen Sie, dass die die Exponentialreihe Zk—f mit z # 0, z € C absolut konvergiert.
k=0

Lésung:

Mit dem Quotienten-Kriterium folgt fiir z # 0:

k! 1

2R+l k!
2k G
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Qn

1
< ZVEk> 22— 1. 041
1S g TRz (7.0.41)

= |2

Daher konvergiert die Exponentialreihe absolut.



