Ferienkurs Lineare Algebra
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Losungen Eigenwerte und Diagonalsierbarkeit Blatt 5

1 Diagonalisierbarkeit

1. Zeigen sie, dass fiir eine diagonalisierbare Matrix A folgendes gilt:

n

det(4) = [T\

i=1

wobei \;, Vi =1,--- ,n die Eigenwerte von A sind.

ﬁ N\ = det(D) = det(U ' AU) = det(U ") det(A) det U det(A) det(U'U) = det(A)

2. Zeigen sie, dass fiir eine diagonalisierbare Matrix A folgendes gilt:
Spur(4) = Z Ai
i=1

wobei \;, Vi =1,--- ,n die Eigenwerte von A sind.

[Hinweis: Benutzen sie die Tatsache, dass man die Matrizen innerhalb der Spur zyklisch vertauschen
darf.]

Wegen der Diagonalisierbarkeit gilt diag(A1, -+, \,) = U AU fiir eine Matrix A, und daher

Spur(A) = Spur(U—lAU) = Spur(diag()\17 - 7)\n)) — Z )\7,
i=1

3. Zeigen Sie, dass eine Ahnlichkeitstransformation U~'AU = A’ fiir eine untifire oder ortjogonale
Matrix U, das Spektrum von A nicht #ndert.

Wie schon in den Beweisen oben, nutz man einfach das Multiplikationsgesetz der Determinante aus.
det(A" — \) = det(U AU — \) = det(A — \) det(U 1) det(U) = det(A — \)

Daher stimmen die charakteristischen Polynome iiberein, und damit auch die Eigenwerte.




4. Sei N eine nilpotente Matrix, d.h. Im € N : N™ = 0. Zeigen Sie, dass N nur den Eigenwert 0
besitzt.

Sei z ein Eigenvektor von N, dann gilt nach Definition Nz = Az. Durch m-maliges anwenden von
N auf diese Gleichung ergibt N™z = A"z = 0. Daraus folgt A = 0, da = # 0 als Eigenvektor.

5. Zeigen sie, dass eine hermitesche (selbstadjungierte) Matrix nur reelle Eigenwerte hat .

[Hinweis: Machen Sie sich zuniichst einmal klar, dass 2Tz = 0 < 2 = 0 gilt]

Die Richtung < ist vollig klar. Die Umkehrung sieht man an zfz = Y7, |2;|? fiir den Standardraum
C". Da alle Summanden positiv sind, wiirde man bei der Annahme, dass zfz = 0 und = # 0 zu
einem Widerspruch kommen.

Die Behauptung lédsst sich nun schnell zweigen:
Az =z = Nl =2TAT =274 = 2T Az = Aafe = Nafa

Da aber z # 0, immerhin ein Eigenvektor, somit auch =z # 0, folgt A = \*.

6. Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Begriinden Sie ihre Antwort kurz!

a) Eine diagonalisierbare Matrix mit Eigenwert 0 ist invertierbar.

Aus det A = []I, \; folgt det(A) = 0. Daher ist die Matrix nicht invertierbar.

b) Wenn Az = Az und Bz = px gilt, dann ist p\ ein Eigenwert von AB.

Wahr, wegen ABx = A(ux) = pAz.

¢) Die Matrix

(6 2)

hat die Eigenwerte Ay = 1, Ao = 9.

Falsch, die Matrix hat Dreiecksform und man kann daher die Eigenwerte A\; = 1, Ao = 2 einfach
ablesen.

d) Ist 1 ein Eigenwert von A2, dann ist 1 auch ein Eigenwert von A.

Falsch, ein Gegenbeispiel ist durch

=54

gegeben. Denn A? hat den Eigenwert 1, aber A nur den Eigenwert —1.




e) Die Eigenwerte der Matrix

sind A\ =1, = 2.

Falsch, fiir eine nicht-quadratische Matrix ist der Formalismus um die Eigenwerte und Eigen-
vektoren nicht definiert. Man beachte das die Gleichung F(x) = Az nur fiir Endomorphismen
F definiert ist.

f) Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V und einem Endomorphismus F': V — V gilt

n — Rang(F') 2 dim(Ey(F))

Wegen Ey(F') = ker(F') und n = dim(V) ist dies eine Folge des Dimensionssatzes fiir lineare
Abbildungen
dim(V') = Rang(F) 4+ dim(ker(F'))

g) Seien A, B diagonalisierbar, und A ein Eigenwert zu AB, dann ist A auch ein Eigenwert zu
BA.

Wahr, denn es gilt BA(Bx) = B(ABz) = B(Az) = ABz und Bz # 0. Daher ist Bx ein
Eigenvektor von BA zum Eigenwert A.

2 Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen

1. Berechnen Sie die Eigenwerte folgender Matrizen.

0 0 —6 a—2 2—-a 0
A=11 0 -1}|, B=(2a—3 3—-2a O
01 4 0 0 1

wobei o € R

Fiir A ergibt sich folgende algebraische Gleichung:
AN — AN+ 2 +6

Hieraus errechnet man die Eigenwerte \; = —1, Ao = 3, \3 = 2

Fiir B ergibt sich folgende algebraische Gleichung:
AA=1DA=(-a+1))=0

Und hieraus ergeben sich die Eigenwerte A\ = 0, A2 = 1, A3 = —a + 1.




2. Bestimmen Sie die Eigenwerte Matrizen und iiber.prﬁfen sie, ob die Matrizen diagonalisierbar sind.
Berechnen Sie gegebenenfalls die Eigenvektoren. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe der aus der
Vorlesung bekannten Gleichung det A = [T, ; A;.

L9 11 -1 00 -3
A(3 2>,B 11 1|,c=1 0 4
11 1 01 2

Die Eigenwerte von A ergeben sich aus:

det(A— AE2) =(1—-X)(2—-X)—-6=0
=M -3\ -4=0
=)\ =4oder A= -1

Mit
det(A)=1-2—-2-3=—-4=4-(-1)
iiberpriift man die erfragte Gleichung.

Die Eigenvektoren ergeben sich aus den bekannten LGS’s:
-3 2 ar\ (0 oa— 2
3 —2 a9 - 0 - 3
2 2\ (b1 (0O (1
G0 0)=- ()
Die Eigenwerte von B ergeben sich aus

det(B—AE3)=0=(1-XA?>-(1-X)=0 =AX1-X)(2-A)=0=X=0o0der A\ =1oder A =2

Da alle Eigenwerte unterschiedlich sind, ist die Abbildung diagonalisierbar.

Die gefragte Gleichung iiberpriift man mittels

det(A) =0=0-1-2

Die Eigenvektoren ergeben sich durch

1 1 -1 ay 0 1
A=0=1(1 1 1 az | =0 =a=1|-1
1 1 1 as 0 0
0 1 -1 b1 0 1
A=1=(1 0 1 bl =10 =b=|-1
1 1 b3 0 -1
-1 1 -1 c1 0 0
A=2=1[1 -1 1 |l =10]=c=|1
1 1 -1 c3 0 1

Die Eigenwerte von C' ergeben sich durch

det(C —AE3) =0= A\ -2\ —4\+3 =0

1 5
= 3 oder B



Die erste Nullstelle kann man erraten, die restlichen erhélt man durch Polynomdivsion.

Die Gleichung verifiziert man durch

Qet(C) = ~3= (5 —\[ )5 + \/3)3

Da alle Eigenwerte unterschiedlich sind ist, C' auch diagonalisierbar.

Die Eigenvektoren ergeben sich aus

-3 0 -3\ [m 0 1
A=3=> 1 -3 4 as | = (0] =a=1[ -1
0 1 -1) \as 0 -1
1_ /3 — 5
L I VA ~3(3+/5)
—_ _ = - 1 5 — —
s \bs 0
0 158 1
1 5
VE 0 s ) ey g -3(3- /)
A=i= 1 L4,/2 4 |=[0]=c= _§_\ﬁ
. . 3 0 4 4
0 1 3+4/2 1

3. Uberpriifen Sie die folgenden komplexen Matrizen daraus, ob sie diagonalisierbar sind. Geben sie
dazu die Eigenwerte, die Eigenvektoren und jeweils die geometrische und algebraische Vielfachheit
an.

2% i1 i
A== 1 =i, B:(_l _1)
2 1—i i

Fiir A ergibt sich das charakteristische Polynom als

K(A) = det(A — AB3) = (20 — \)(1 = A)(—i — A) — 3(1 — 1) — 21 = ) + (1 +4)(—i — A) + (20 — \)(—i — 1)]
(2 = N)(1 -

2

2N A ) 242
= (1= A\ —i)]
=M1 =N\ —1)

Daher sind ergeben sich die Eigenwerte {1,0,¢} und hieraus wiederum die Eigenvektoren:

2i—1 -1 1 aq 0 1
A=1= —1 0 —1 a | =0 =a=|-1
-21 1—7 —1-1 as 0 -1
21 i—1 4 by 0 1
A=0=| — 1 —3 bo| =(0] =a= —1
-2 1—1¢ —1 b3 0 —(1+14)
| ) 1 0 1
A=i=>| -1 1—i —1 el =(0] =c=10
-2 1—1¢ —21 c3 0 -1



Die geometrische und algebraische Vielfachheit ist jeweils 1. Man sieht das jeweils algebraische und
geometrische Vielfachheit iibereinstimmen. Daher ist A diagonalisierbar.

Die Eigenwerte von B ergeben sich durch

det(B—AEy)=0=(—1-XN)(-1-XN)+1=0
=N 4+2204+2=0
> A =-1+1

Da die Eigenwerte unterschiedlich sind, folgt, dass B diagonalisierbar ist.

Die Eigenvektoren ergeben sich aus

. 0
_ . +: —1 a+1\ (1
s (5 ) () - (0) 5 ()

Wiederum sind die Vielfachheiten jeweils 1 und damit B diagonalisierbar.

3 Vermischtes

a) Es sei der Vektorraum {e; = ¢*,ep = t,¢3 = 1} und die Abbildung b: V' x V — R,b(f, ) :=
1
| f(t)g(t)dt gegeben.
-1

i. Zeigen Sie, dass b eine Bilinearform ist.

Aus der Linearitéiit des Integrals und der Definition der Verkniipfungen auf Abb(R) folgt
sofort

b()‘f’ g) = b(fv /\g) = /\b(f7 g)

b(f +h,g) = b(f,9) +bh,g)
b(f,g+h)=0b(f,g)+0b(f,h)

ii. Bestimmen sie die zugeordnete Matrix B in der angegebenen Basis und schlielen Sie aus
deren Form, dass sie diagonalisierbar ist.

[Hinweis: Betrachten sie b(e;, e;), 4,5 = 1,2, 3]

Il
Wi O uln
Swn O
DN O win

Als symmetrische Matrix ist B diagonalisierbar.

iii. Berechnen Sie b(¢,) fiir ¢ = 2t2 +5 und 1 = —t2 + 3t — 2 auf zwei verschiedene Weisen.




Einmal durch reines Einsetzten und ausnutzen der Linearitét, sowie Ausrechnen der ver-
bleibenden Integrale:

b(,1b) = b(2t%, —t%) + b(5, —t?) + b(2t2, 3t) + b(5, 3t) + b(2t%, —2) + b(5, —2)
= —2b(t%,%) — 5b(1,t*) — 4b(t*,1) — 10b(1,1) =

Und einmal durch die Darstellung der Funktionen als Vektoren und Verwendung der Ma-

trix: )
0 5 0) /-1 134
2 05 (2 0 1|3 ]=(2 0 5 (-2 2 7%4)2—?
01 0/ \-2

Oh, Wunder! Die Ergebnisse stimmen {iberein.

iv. Bestimmen sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von B.

Die Eigenwerte ergeben sich aus

2 6 1244
det(B_)\Eg):Oé)\:goder)\:giT
4
5 - 0 2\ [a 0 0
)\:§:> 0 0 0 ax |l =10 =a=1|1
2 0 3) \as 0 0
7(1212\/5) 0 2 by 0
4 24/61 15 3
)\zgi = - 0 _(241125\/5) 0 be | =10
0 ) A/
2
3
=b= 0
2




