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Losungen Eigenwerte und Diagonalsierbarkeit Blatt 5

1 Diagonalisierbarkeit

1. Zeigen sie, dass fiir eine diagonalisierbare Matrix A folgendes gilt:

n

det(4) = [T\

i=1
wobei \;, Vi =1,--- ,n die Eigenwerte von A sind.

2. Zeigen sie, dass fiir eine diagonalisierbare Matrix A folgendes gilt:

n

Spur(A) = Z Ai

i=1
wobei \;, Vi =1,--- ,n die Eigenwerte von A sind.

[Hinweis: Benutzen sie die Tatsache, dass man die Matrizen innerhalb der Spur zyklisch vertauschen
darf.]

3. Zeigen Sie, dass eine Ahnlichkeitstransformation U~'AU = A’ fiir eine untifire oder ortjogonale
Matrix U, das Spektrum von A nicht #ndert.

4. Sei N eine nilpotente Matrix, d.h. 3m € N : N™ = 0. Zeigen Sie, dass N nur den Eigenwert O
besitzt.

5. Zeigen sie, dass eine hermitesche (selbstadjungierte) Matrix nur reelle Eigenwerte hat .
[Hinweis: Machen Sie sich zunichst einmal klar, dass 2Tz = 0 < 2 = 0 gilt]
6. Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Begriinden Sie ihre Antwort kurz!
a) Eine diagonalisierbare Matrix mit Eigenwert 0 ist invertierbar.

b) Wenn Az = Az und Bz = px gilt, dann ist p\ ein Eigenwert von AB.

¢) Die Matrix
10
9 2
d) Ist 1 ein Eigenwert von A2, dann ist 1 auch ein Eigenwert von A.

1 0 6
0 2 0
sind )\1 = 1,)\2 =2.

f) Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V und einem Endomorphismus F : V — V gilt

n — Rang(F') 2 dim(Ey(F))

hat die Eigenwerte Ay = 1, Ao = 9.

e) Die Eigenwerte der Matrix

g) Seien A, B diagonalisierbar, und X ein Eigenvektor zu AB, dann ist A auch ein Eigenvektor zu
BA .



2 Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen

1. Berechnen Sie die Eigenwerte folgender Matrizen.

0 0 —6 a—2 2—-—a 0
A=1[1 0 —-1])], B=[2a—3 3—-2a 0
01 4 0 0 1

wobei o € R

2. Bestimmen Sie die Eigenwerte Matrizen und ﬁber"prl'ifen sie, ob die Matrizen diagonalisierbar sind.
Berechnen Sie gegebenenfalls die Eigenvektoren. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe der aus der
Vorlesung bekannten Gleichung det A = [T, ; A;.

L g 11 -1 00 -3
A:(3 2),3: 11 1|,c=(10 4
11 1 01 2

3. Uberpriifen Sie die folgenden komplexen Matrizen daraus, ob sie diagonalisierbar sind. Geben sie
dazu die Eigenwerte, die Eigenvektoren und jeweils die geometrische und algebraische Vielfachheit
an.

2% i—1 i
A= - 1 =i, B:(_ll :D
—2 1—i —i

4. Es sei der Vektorraum {e; = t?,es = t,e3 = 1} und die Abbildung b : V x V — R,b(f,g) :=
1
f f(t)g(t)dt gegeben.
51

a) Zeigen Sie, dass b eine Bilinearform ist.

b) Bestimmen sie die zugeordnete Matrix B in der angegebenen Basis und schlieflen Sie aus deren
Form, dass sie diagonalisierbar ist.

[Hinweis: Betrachten sie b(e;, e;), 4,5 = 1,2, 3]
c¢) Berechnen Sie b(¢, ) fiir ¢ = 2t + 5 und 1) = —t2 + 3t — 2 auf zwei verschiedene Weisen.

d) Bestimmen sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von B.



