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Aufgabe 1.

Meistens gibt es mehrere Moglichkeiten, Determinanten zu berechnen. Wir werden hier die meisten
einmal vorfiihren.

a) Diese Matrix werden wir mit dem Gaukverfahren auf Dreiecksgestalt bringen. Wir miissen uns
dabei allerdings aufpassen, ob wir Zeilenumformungen machen, die Vorfaktoren verlangen.

12 3 4
2 5 1 6 | (II)— (IT)—2(I)
2 7 9 8 | (III) — (IIT) — 2(I)
12 3 5 ) (Iv)—uav)—Q)
12 3 4
01 -5 -2
1o 3 3 0 | (III)— (III) -3
00 0 1
12 3 4
01 -5 -2
1o o0 18 0
0 0

Die Matrix ist nun in Dreicksgestalt und wir miissen keine anderen Faktoren beachten. Die
Determinante kann also als Produkt der Diagonalelemente bestimmt werden.

det(A;)=1-1-18-1=18

b) Diese Matrix ist schon in Dreiecksgestalt. Die Determinante kann also als Produkt der Dia-
gonalelemente (Nebendiagonale!) bestimmt werden. Wir miissen aber auf die verschiedenen
Vorzeichen, die durch die Laplace’sche Entwicklungsformel entstehen, achten.

c¢) Durch scharfes Hinschauen erkennt man, dass die dritte Spalte die Summe der ersten beiden
Spalten ist. Deshalb sind die Spalten linear abhéngig.

det (Ag) =0



d) Bei dieser Matrix kann man geschickt die Laplace-Entwicklung verwenden.

XA M e
det (Ay) = (4+1) -1 - det g (6) ; 105
¥ 0 -6 —=
0 1 0
=det| 6 7 15
0 -6 —77)
¥ 1 0
=(-1)-6-det [ B X &
]XE —6 -7

:—6~det< 1 0 >:67r
-6 -

e) Zuerst bemerken wir:

det (AA) = A" det (A).
Damit erhalten wir

1 —1 1\ 3 1 2 -1
3 1 0

w O =
— =N
>~

Hier wurde die Regel von Sarrus angewendet.

Aufgabe 2.

Vier Vektoren o), s, 03,74 € R* bilden eine Basis des R*, falls sie linear unabhingig sind. Dieses
kann iiber die Determinante der Matrix (¥, ¥, 03, 74) € R*** gepriift werden. Verschwindet der
Determinante, so sind die Vektoren linear abhingig.

2)

1 20 5
01 0 2
det| 1 3 2 3
00 1 -1

1 0 2 2 0 5

=(+1)-1-det| 3 2 5 |+ (+1)-1-det{ 1 0 2

01 -1 01 -1

=1-2-(=1)40-5:042-3:1-2-2:0-0-3-(=1)—1-5-1+
+2.0-(=1)+0-2:04+5-1-1-5-0-0—0-1-(=1)—2-2-1
= —246-5+5—-4=0

Die Vektoren sind linear abhéngig. Sie bilden also keine Basis.



0 2 1 -1
1 -2 -1 1
det f o 9 o 1
1 0 5 1

2 1 -1 2 1 -1
=(=1)-1-det| =2 0 1 |+(-1)-1-det| —2 —1 1
0 5 1 —2 0 1

=—[2-0-14+1-1-0+(-1)-(-2)-5—(-1)-0-0—-1-(-2)-1—2-1-5+
+2-(-1)-1+41-1-(-2)+(-1)-(-2)-0—(-1) - (-1)-(-2)—1-(-1)-1—2-1-0]
=—(10+2-10—-2—-24+2+42)=-2+#0
Die Vektoren sind linear unabhéingig. Sie bilden also eine Basis.

Die Determinanten wurden mit der Laplace’schen Entwicklungsformel und der Regel von Sarrus
berechnet.

Aufgabe 3.
a)
det (4)=1-0-4+4+0-3-0+(-1)-3-2—(-1)-0-0—-0-3-4—1-3-2
=—6—-—6=-12
b)
1 g -1
det (A) = (~1)-2-det | 3 ¥ 3
Hox X
=(=2)-[1-3—=(-1)-3] =—-12
c)
1 0 -1
det| 3 0 3 (II) — (II) - 3(1)
0 2 4
1 0 -1
=det{ O 0 6 swap: (II) < (I1I)
0 2 4
1 0 -1
=—det| 0 2 4
0 0 6
=—[1-2-6]=-12



Aufgabe 4.

a) Diese Abbildung ist nicht multilinear, denn es gilt z.B.

f1(141,1,0,0,...) = £1(2,1,0,0,...)
=24+1+0
=(1+1+0)+(1+0+0)
#(1+14+0)+(1+140)
= f1(1,1,0,0,...) + f1(1,1,0,0,...).

b) Wir miissen die Linearitdt in einer beliebigen Komponente x; mit i € {1,...,408} zeigen.
Aufgrund der Kommutavitdt der Multiplikation der reellen Zahlen kénnen wir 0.B.d.A. i =1
wahlen. Dann gilt aufgrund des Distributivgesetzes:

408
f2 ()\.’El +,U,£C’1,SCQ7 e ,I408) = ()\1’1 + ux'l) . Hxl

=2
408 408

= Az - Hml + px’y - sz
i=2 i=2

= Mo (21,22, .., xa08) + pufo (), 22, .. ., Ta08) -
Diese Abbildung ist also multilinear. Allerdings ist sie offensichtlich nicht alternierend.

c) Die Abbildung ist nicht multilinear, denn es gilt z.B.

() () ()#((3),

d) Fiir diese Abbildung gilt:
ay bl . a1 + 2(12 b1 + 2b2

a5 ) () =e( i "3
_ 1 2 aq b1
e ((405)(5 %))
. 1 2 a1 bl
—det<_1 O)-det(a2 b2>
= 2det ( a b ) .

a9 b2

Alternativ konnte man auch die Multilinearitit der Determinante und ihre Invarianz unter



Transponieren benutzen:

w((o) (o

b1 + 2by )

)) _ det( a1 + 2as
—ay

. a1 + 2as —aq

N det< by +2by  —by >

o a; —aq as ai

= det( b, —b >+2det< by —by )
=0

_ —ay a2

= 2det< by by >

o ap a2

= 2det< by by )

= 2det ( @ b )
ag b2

Wir sehen also, dass diese Abbildung nichts anderes als eine skalierte Determinante ist. Somit
ist sie eine alternierende Multilinearform.

Aufgabe 5.

Wir miissen hier die Gleichheit zweier Mengen zeigen:

1 V1 (%)
L::{)\(ﬁ—iﬁ)—FIBE[RQ:/\E[R}; (z1,22) ER*:det [ 1wy we =0, =M.
1 X1 xTo

Dazu miissen wie immer zwei Richtungen gezeigt werden.

“C™ Sei 7 € L, d.h. es existiert A € R, sodass & = \(¢ — @) + . Fiir A = 0 folgt sofort & = & und
somit & € M. Sei also im Folgenden A # 0.

Dann erhalten wir durch elementare Zeilenumformungen:

1 U1 (%)
det | 1 w1 wo
1 I i)
1 V1 V2 (I)‘—(I)_(ID
= det 1 w1 W2
1 Avy —wi) +wr A(ve —wa) + ws
0 V1 — W1 V2 — W2 (I)‘—)\(I)
= det 1 w1y W2
1 Avp —wi) +wr A(ve —wa) + ws
1 0 Ay —wn) Avg —wy) (1) « (I) + (1)
= X det 1 w1 w2
1 )\(’Ul — wl) + w1y )\('UQ — ’wg) =+ wo
1 1 Moy —wi) +wp A(va — wg) + ws
= X det 1 w1 w2
1 Ao —wi)+wr A(ve —ws) + wsy

Damit gilt & € M.

=0



“2” Sei nun £ € M. Dann sind die Vektoren

1 1 1
T 9 U1 ) w1
€2 V2 w2

linear abhangig. Der erste Vektor kann also aus den anderen beiden linear kombiniert werden.
D.h. es existieren \, 4 € R, so dass

1 1 1
T =A| wn +pl w
€2 V2 w2

Aus der ersten Komponentengleichung folgt nun 1 = A+ pu < p=1— A Damit ergibt
sich fiir die {ibrigen Komponenten

1 = A\vp —|—(1—)\)w1
X9 :)\02+(1—)\)w2
= FoAT-d)+T

Damit gilt & € L.

Aufgabe 6.
Wir miissen die Gruppenaxiome betrachten.

(i) Abgeschlossenheit.
Fiir alle A, A € R"*™ ist A- B € R"*™. Die Matrizenmultiplikation ist abgeschlossen.

(ii) Assoziativitit.
Fiir alle A, B,C € R"*™ gilt (A - B)-C = A-(B - C). Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ.

(iii) Neutrales Element.
Wir benétigen ein neutrales Element. Dieses ist die Einheitsmatriz 1,, € R™*™, denn fiir alle
AeR"™gilt: A-1, =1, -A=A.

(iv) Inverses Element.
Das inverse Element bzgl. der Matrizenmultiplikation ist die inverse Matrix. Allerdings exi-
stiert sie nur fiir Matrizen mit Determinante ungleich Null.

Wir sehen, dass uns nur die Existenz eines inversen Elementes eine Einschrinkung gibt. Somit
konnen wir die allgemeine Matrizengruppe definieren:

GL(n) := {A € R™": det (A) #0}.
Wir iiberpriifen nun die Untergruppenaxiome fiir SL(n):

(i) Teilmengeneigenschaft.
Es gilt offensichtlich SL(n) C GL(n), da 1 # 0. Auferdem gilt det (1,) = 1, woraus folgt:
1, € SL(n) und darum SL(n) # 0.

(i) Abgeschlossenheit bzgl. der Gruppenverkniipfung.
Es seien A, B € SL(n). Dann gilt: det(A-B) = det (A) det(B) = 1-1 = 1. Somit gilt:
A - B e SL(n).

(iii) Abgeschlossenheit bzgl. Inversenbildung.
Es sei A € SL(n). Dann gilt: det (A™") = (det (A))"' =11 = 1. Somit gilt A~! € SL(n).

Wir haben also gezeigt, dass SL(n) eine Untergruppe von GL(n) ist.



Aufgabe 7
Wir berechnen die Determinante mit der Regel von Sarrus.

sin(f) cos(¢p) rcos(f) cos(¢p) —rsin(f)sin(¢)
det | sin(f)sin(¢) rcos(f)sin(¢)  rsin(f) cos(p)
cos(6) —rsin(6) 0

= sin(#) cos(¢) - r cos(8) sin(¢p) - 0 + r cos(#) cos(¢) - rsin(f) cos(¢) - cos()
+ (—rsin(f) sin(¢)) - sin(f) sin(¢) - (—rsin(f)) — (—rsin(f) sin(ep)) - r cos(#) sin(¢@) - cos()
— 1 cos(f) cos(¢) - sin() sin(¢) - 0 — sin(f) cos(¢) - rsin(#) cos(¢) - (—rsin(h))

= 72 cos?(0) sin(6) cos®(¢) + r* sin®(0) sin’(¢)
2 cos?(0) sin(0) sin?(¢) + 2 sin® () cos? ()

=17 cos?(0) sin() [cos®(¢) + sin®(¢)] +7? sin®(0) [cos®(¢) + sin®(¢)]

=1 =1

= r?sin(f) [cos®(0) + sin®(6)]

=1
= r%sin()

Aufgabe 8.*%

Die zu beweisenden Eigenschaften korrespondieren zu den bekannten Eigenschaften das Kreuzpro-
duktes.

(i) Linearitédt des Kreuzproduktes

(ii) Anti-Kommutativitit
(iii) Berechnungsformel: @ x b= (a2bs — asba, asby — arbs, a1by — ag — bl)T
(iv) Orthogonalitat

In dieser Definition folgen diese Eigenschaften direkt aus den Eigenschaften der Determinante.
Seien @,b,b’ € R? und A € R. Sei weiterhin Z € R? beliebig.

(i)

Da diese Gleichung fiir alle & € R? gilt, folgt @ x (5—1— )\I;’) = ((i’ X E) +A ((’i X 5’)
Der Vollsténdigkeit halber beweisen wir diesen letzten Folgerungsschritt in einem “Nebenbe-
weis”. Seien hierfiir d@,b € R3.

(@ < > Vi eRS
< 7,
i

>:o Vi eR3
= d-b=0

cm/\
v

= € (R)"

Diese Eigenschaft beruht also auf der Multilinearitét der Determinante.



<:E', (Ex a’)> — det (7,5, a’)
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Mit den gleichen Argumenten wie oben folgt nun bxda=—(axb).

Diese Eigenschaft beruht also darauf, dass die Determinante alternierend ist.

(iii) Die k-te Komponente erhélt man durch Projektion auf den k-ten Einheitsvektor & € R3.
(a X b)k = <ek, (a X b>>
— det (gk,a, 5)
= (—1)**1 det (Ap)

Im letzten Schritt wurde die Laplace’sche Entwicklungsformel verwendet. Machen wir uns
dieses am Fall k£ = 1 deutlich:

R 1 aiy b1
det (é’l,&, b) =det| 0 ay by
0 as b3

Die anderen beiden Félle kK = 2 und k£ = 3 folgen analog.
Die Berechnungsformel fiir das Kreuzprodukt folgt hier also aus dem Laplace’schen Entwick-
lungssatz.

(iv)

(@ (@x75)) = det (@a5) =0
(5, (i B)) = aet (5,2,8) =0
Diese Eigenschaft folgt wieder aus der Alterniertheit der Determinante.

Die letzte Eigenschaft, dass [|@ x b]|o gleich dem Flicheninhalt des aufgespannten Parallelogramms
ist, folgt aus einer verallgemeinerten Produktformel und der Tatsache, dass die Determinante eine
Volumenform ist, d.h. sie entspricht dem Volumen des von den Spaltenvektoren aufgespannten
Parallelotops.



