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Aufgabe 1.

Wir wenden einfach nur das Gaufs-Jordan-Verfahren an:

(CCL 2(1) (1)) (IT) «— a(IT) — c(I)
W(g adibc 71(3 2) (I) « (ad — be)(I) — b(IT)
W((ad:}bc)a ado_bc ad—_bi—i—bc —;b) (I) — (1)
W(adobc ado—bc —dc ab>

Wir sehen, dass das Probleme gibt fiir ad — bc = 0. Eine Inverse kann also nur fiir ad — bc # 0
existieren. In diesem Fall gilt

1 d —b
AT =
ad—bc( —c a >

Aufgabe 2.

a) Wir wenden hier das Ergebnis auf Aufgabe an und erhalten somit die inverse Matrix:
e () (S )
V2 —3(-1) \ -3 V2 7\ -3 V2
Damit ergibt sich die Losung des Gleichungssystemes zu:
_ 283 1 V32
=At.p=2 .
v 7 < -3 a2 > ( VI8 >
1
2 < 232+ VI8 >

ST\ =3v32 + V18V2
2< 2+3v2 >
T 7\ —12V2+6

b) Dies ist eine Fangfrage. Die Multiplikation zwischen einer (3 x 4)-Matrix und einem 3-
Spaltenvektor ist nicht definiert. Diese Gleichung stellt also kein wohldefinertes Gleichungs-
system dar.

c) Zuerst fallt auf, dass wir 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten haben. Wir erwarten also schon
von vornherein, dass es keine eindeutige Losung gibt.



Wir beginnen mit Gaufiverfahren:

-1 3 1 =2]0
0 3 -1 4|0
—6 5 7 3|1 ) (III)— (IIT)—6(I)
-1 3 1 =210
~[ 0 3 -1 4]0
0 —13 1 15 |1 ) (III)« 3(III)+ 13(II)
-1 3 1 -2]0
-~ 0 3 -1 4]0
0 0 —10 97 |3

Wir sehen, dass wir eine unabhéngige Variable einfiihren miissen, z.B. x4 = . Damit erhalten
wir die Losung durch Riickwértseinsetzen.

(II1) = 1023 + 9724 =3 = 10x3+97A =3 = x3=-0,34+9,7\
(IT) = 3z0 — w3 + 42, =0 = 3z0—(=0,3+9,7TA\)+4\=0 = a5 =—0,1+ 1,9\
(I) = —x1 + 3z9 + 23 — 224

= —21 +3(=0,141,9)) + (=0,3+9,7)\) —2X =0 — = —0,6+ 13,4\

Damit erhalten wir die (eindimensionale) Losungsmenge:

13,4 —0,6
_ 1,9 —0,1 4.
L=qA 9.7 + 0.3 eR*:XeR
1 0
Aufgabe 3.

Vier Vektoren v, vs,v3,v4 € R* bilden eine Basis des R?, falls sie linear unabhingig sind. Dies
ist dquivalent dazu, dass das Gleichungssystem (v1, v, v3,v4]0) eine eindeutige Losung hat. Dies
kann iiber das Gaufsverfahren gepriift werden.

a)
120 5]0
010 20
132 5|0 | ()« (I)—(III)
001 -1/0
1 2 0 5|0
o 1 0 20
0 -1 =2 0|0 | (III)« (III)+ (II)
0 0 1 —1][0
12 0 5|0
o1 0o 20
00 -2 20
00 1 —1|0) (IV)<201V)+(III)
12 0 5]0
o1 020
00 -2 2|0
00 000

Wir sehen, dass keine Dreiecksgestalt angenommen wird. Das Gleichungssystem ist also nicht
eindeutig losbar und somit bilden die vier Vektoren keine Basis.



0 2 1 =10\ swap: (I)«< (IV)
1 -2 -1 110
0 -2 0 110
1 0 5 110
1 0 5 110
2 1 ajo | anpe—m-un
0 -2 0 110
0 2 1 -11]0
1 0 5 110
- 0 2 6 00
0 -2 0 1|0 | (III)—(II)+ (III)
0 2 1 —1[0) (IV)« (II)—(IV)
1 0 5 1/0
] 020600
0 06 10
0 05 1|0/ (IV)«—6(IV)—-5(III)
1 05 1]0
o] 020600
0 06 10
0 00 10

Wir sehen, dass das Gleichungssystem Dreiecksgestalt annimmt. Das bedeutet, dass dieses
System eindeutig 16sbar ist. Die vier Vektoren sind also linear unabhéngig und bilden somit
eine Basis.



Aufgabe 4.

4 0 —4 1{1 0 0 O

) 0 -3 5/0 1 0 0

-1 -3 2 —-1|/0 0 1 0

0 0 1 0/0 0 0 1

4 0 -4 1/{1 0 0 O

- 0 0 —-32 255 4 0 O

0 —-12 4 =311 0 4 0

0 0 1 0/0 0 0 1

4 0 -4 1/{1 0 0 O

- 0 —-12 4 =311 0 4 0

0 0 =32 255 4 0 O

0 0 1 0/0 0 0 1

4 0 -4 1{1 0 0 O

0 —-12 4 -3|1 0 4 0

0 0 =32 25|5 4 0 O

0 0 0 255 4 0 32

100 0 —100 0]20 -4 0 32

- 0 -300 100 040 12 100 96

0 0 -32 0] O 0 0 -32

0 0 0 25| 5 4 0 32

3200 0 0 0| 640 -—128 0 2176

- 0 —9600 0 0] 1280 384 3200 -—128

0 0 =32 0 0 0 0o -32

0 0 0 25 5 4 0 32

Damit erhalten wir insgesamt:

1 1 17
L _ L 0 10
R B
-1 _ 15 3 75
A= 0 0 0 1
1 4 0 32
5 25 25

(IT) — 4(IT) + 5(I)
(I11) — A(IIT) + (I)

swap :

(IT) < (III)

IV) —32(IV) + (III)

(
) 25(I) — (IV)
) 25(I1) + 3(IV)

(
(
(IT

(I1I) — (IIT) — (IV)

I
I
1

(I) « 32(I) — 100(I11)
(IT) « 32(IT) + 100(I11)



Aufgabe 5.

Zuerst wird das Gaufverfahren angewendet.

1 0

0 20
a—1 0
—a
0
—2a
0

(IT) — a(I) — (II)
(ITI) — (I) + (II1)
(IV) — 2(I) — (IV)

[\

swap: (II)« (III)

o

—2a
(IV) « (II) = 2(IV)

—2a

—20 (IV) — (II1I) — (IV)

—2«

COoOO0O~ ODO0OOCH COOR ODOO0OF S wd
o
COO0O0 OO0 OO0 OO0 OO0

COR - OO NOB— Nk O
SR Q- QL Q- ORRH OR R
Q

Wir miissen die beiden Félle o = 0 und « # 0 unterscheiden.

Fall a = 0:
Hier nimmt die erweiterte Koeffizientenmatrix folgende Gestalt an:
111 0|0
04 0 010
0 00 0]0
0 0 0 00

Dieses System ist nicht widerspriichlich, also 16sbar. Es treten 2 nicht-triviale Zeilen auf. Also
rang (A) = dim (Bild (f)) = 2. Aus der Dimensionsformel folgt:

dim (Kern (f)) =4 — rang (f) = 2.
Wir miissen also zwei unabhéngige Parameter wahlen. Z.B. z3 = A und z4 = p. Dann gilt:

(II) =422 =0 = 23=0
DH=z14+z2+23=0 = z1+A=0 = T1=-A



Somit erhalten wir:

—-A
0 4
Kern (f) = I\ eR*: N\ peR
u
-1 0
_ 0 0 4.
=M ] [ Fe] o [ER A neER
0 1
-1 0
0 0
= span 1 o
0 1

Als Basis fiir Bild (f) konnen die ersten beiden Spalten der urspriinglichen Matrix dienen,
da diese linear unabhingig sind.

1 1

. 0 0
Bild (f) = span T N
2 0

Fall o # 0
Hier nimmt die erweiterte Koeffizientenmatrix folgende Gestalt an:

1 1 1 0 0
0 4 « 0 0
0 0 a —2al0
0 0 0 0 0

Dieses System ist nicht widerspriichlich, also 16sbar. Es treten 3 nicht-triviale Zeilen auf. Also
rang (A) = dim (Bild (f)) = 3. Aus der Dimensionsformel folgt:

dim (Kern (f)) =4 — rang (f) = 1.

Wir miissen also nur einen unabhéngigen Parameter wihlen. Z.B. x4 = p. Dann gilt:

(III) = axs — 2024 =0 = 23—224=0 = wx3=2u

(II) =4z +ax3=0 = dag+2au=0 = 12:*%H
o o

I)=z1+20+23=0 = x1—§u+2u:0 :>x1:—(2—§)u

Somit erhalten wir:
—-(2-%)

Kern(f) =< p 9 ER*:peER
1

[%]]e}

-@2-9)

2
1

[Sl1s)

= span

Als Basis fiir Bild (f) konnen die ersten drei Spalten der urspriinglichen Matrix dienen, da
diese linear unabhéngig sind.

1 1 1

. «a « 0
Bild (f) = span s 1l e

2 0 2



Aufgabe 6.

a) Fiithren wir zuerst die Matrizenmultiplikation aus:

2a11  a11b12 + 2bos + 3b3s  a11 + 10 2 =3 ci3
2a21  a21b1a + b2 +3b32 a2 +8 =1 4 -3 co3
2a31  asibiz — b — 2032 az —6 0 0 ¢33

Ein Koeffizientenvergleich liefert sofort:

2011 =2 = a;; =1
2091 = 4 = as1 =2
2a31 =0= a31 =0

Damit vereinfacht sich die obige Gleichung zu:

2 bu + 2b22 + 3b32 11 2 -3 C13
4 2b19+byy+3b3a 10 | =| 4 -3 ca3
0 —b22 — 2b32 —6 0 0 C33

Wieder durch Koeffizientenvergleich erhalten wir sofort:

C13 — 11
Co3 = 10
czz3 = —6

Zur Bestimmung der b-Koeffizienten miissen wir das folgende Gleichungssystem lésen.

1 2 3 | -3
2 1 3 | -3 ([I)<—2([)—(II)
0 -1 -2] 0
1 2 3 |13
~ 10 3 3| =3 | (II)— 3
0O -1 —-2] 0 (III)(—(II)+3(I[I)
1 2 3 |-3
s 01 1 ]|-1
00 —-3|-3
(III) = by =1
(II)=>b22+].:—]. =  byy=-2
(I):>b12+2622+3b32:*3 = bip—4+3=-3 = bip=-2



b) Berechnen wir zuerst die Inverse von A:

1 -1 010 0
—1 2 —1|0 1 0 | (II)—(II)+(I)
0 -1 00 1
1 -1 0100
w0 1 =11 10
0 -1 2|0 0 1) (IIT)— (IIT) + (II)
1 -1 100
w0 1 —1|1 1 0| (II)— )+ I
00 1|1 11
1 =1 0|1 0 0\ (I)«(I)+ D)
~[0 1 0|2 21
0 0 11 1 1
100[3 21
~ 01 0[2 21
00 1[1 1 1

Somit erhalten wir:
3 21
At=12 21
111
Damit konnen wir nun direkt die gesuchte Matrix X berechnen.

A-X=B = A' A X=A1B = X=A'B

3 2 1 1 -2 3 2 —4 6
= X=(2211}-| 4 5 -6 |=1 -2 3
1 1 1 7 -8 9 4 -5 6
Aufgabe 7.

Da die gesuchte Abbildung linear ist, kann sie durch eine Matrix T' € R3*3 dargestellt werden. All-
gemein gilt bei solchen Transformationsmetrizen, dass die Bilder der Einheitsvektoren die Spalten
der Matrix sind. Somit ergibt sich die gesuchte Matrix zu:

) 1 -1 0
T=—1|1 1 o0
V2 0 0 V2

Die Spalten der Matrix sind offensichtlich linear unabhéngig (sie sind sogar orthonormal!). Somit
ist rang (T') = 3. Also ist T surjektiv. Aus der Dimensionsformel folgt dim (Kern (7')) = 0. Also ist
T auch injektiv. Damit ist ¢ insgesamt bijektiv.

Die Umkehrabbildung ergibt sich iiber die inverse Matrix.

1 -1 0]1 0 0
1 1 010 1 0| JDn—un-u
0 0 V2|0 0 1
1 =1 0|1 0 0\ (I)«2()— (I
-0 2 o0o]=-110
0 0 V20 0 1
20 0] 1 10
w02 o]=110
00 v2/0 0 1




Damit ergibt sich die Umkehrabbildung ¢;' : R® — R? zu:

1 1 1 0
ot (x)=—[ -1 1 0 | =
V20 0 Ve

Es fallt auf, dass die Inverse T ! zur Matrix T offenbar ihre Transponierte ist. Dies ist eine charak-
terisierende Eigenschaft von orthogonalen Matrizen. Das sind Matrizen, die eine Transformation
zwischen orthonormalen Koordinatensystemen beschreiben.



