Ferienkurs Lineare Algebra
Wintersemester 2009/2010

Losungen Lineare Abbildungen und Matrizen Blatt 2

1 Linearitit von Abbildungen

1. Welche dieser Abbildungen ist ein Gruppenhomomorphismus? Geben Sie eine kurze Begriindung
an!

a) f:(Zv+)*>(Za+)a f(n) =95-n

f ist linear, denn es gilt f(n+m) =5-(n+m) = f(n) + f(m)

b) f:(Z,+) — (R,-), f(n):==2"™ x#0

f ist linear, denn es gilt f(n +m) = 2™ = 2™ . 2™ = f(n) - f(m)

¢) Sei (G, -) eine Gruppen mit neutralem Element e und a € G.

Ta: (G,) = (G), Talg) i=a-g

T, ist fiir a # e nicht linear, da 7,(g-h) =a-(g-h) #(a-g) - (a-g) = 7a(g) - To(h). Fir a=e
ist 7, linear, da e - e = e gilt.

d) f : ((C*a) - (R")a f(Z) = |Z‘

f ist linear, denn es gilt f(z-w) = |z - w| = /(2 - w)(z - w) = VZz - Vow = f(z) - f(w)

2. Welche dieser Abbildungen ist ein Vektorraumhomomorphismus? Geben Sie eine kurze Begriindung!

a) [:R* >R, f(z,y):=wzy

f ist nicht linear , denn es gilt f(2,2) =4 #2= f(1,1) + f(1,1))

b) f:R2—R2 f(a,y) = <2_xx_+3z>




f ist linear , denn es gilt

flat oy tw) (S = () () = e+ Fow)
und

fQz, Ay) = (2()\%IZJ§())\\Z)> = M(z,y)

0 fiR=R f0)= ()

Die Abbildung ist wegen f(0) = <_0

2> nicht linear.

d) f:C—>C, f(2) :=={a,z), a€C
(Es ist C-Linearitét zu priifen.)

Die Abbildung f ist wegen f(Az) = Af(z) fiir A € C nicht linear.

e) f:C—C, f(z):=(z,a), a€C
(Es ist C-Linearitét zu priifen.)

Die Abbildung ist linear. Die sieht man durch
f(Az) =Af(z), firxeC

und
flz+w) = (z4+w,a) = f(z) + f(w)

2 Surjektiv, Injektiv, Bijektiv

1. Bestimmen Sie die Urbilder folgender Mengen unter den angegeben Funktionen.
a)

[R=Z, f(z)=[2] = kéﬁém(m

U=Ny, V=1{0,24}

f_l(U) = [0,00[, f_l(V) = [07 1[ n [2’3[ n [475[

fiR=R, f(z) = 2|
U =]—00,0[, V=]—00,0], W=][1,2]




2. Bestimmen sie den Kern folgender Abbildungen. Was kann aus dem Ergebnis iiber die Injektivitét
aussagen?

a) f:R—>R, f(z)=sin(x)

ker(f) = nZ
Die Funktion ist wegen f(0) = f(7) = 0 nicht injektiv.

b) f:R—R, f(z) = cosh(z)

ker(f) =0

Da die Funktion nicht linear ist, kann man nicht den Schluss auf das Globale machen.

3. Sind folgende Funktionen injektiv oder surjektiv, bzw. sogar bijektiv? Begriinden Sie!
a)

fiR=R, f(z)=|z|
g:R—R", g(z) = |z

f ist nicht surjektiv, da |z| 2 0. f ist nicht injektiv, da f(-1) = £(1).

g ist surjektiv, da f(z) =« fiir 2 0. g ist wiederum nicht injektiv.

b) Fiir b # 0 betrachte man:

f:[0,00[— R, f(z) =2 bz

i oo[— r) =2° — b’
glw?[ R, f(x) b
h:] — oo, —b] —] — 00,0], h(z) = 2 — b’z

Betrachten wir zunichst einmal die Funktion ¢ : R — R, ¢(z) = 2% — b%x um uns einen
Uberblick zu verschaffen (Kurvendiskussion). Die Funktion hat Nullstellen bei 1 = 0, x5/3 =

+b, einen Sattelpunkt bei x = 0, lokales Maximum bei x = —% und ein lokales Minimum bei
r=+-5.
V3

f ist nicht surjektiv, da f(z) = f(z = —1—%) fiir alle € [0,00[ gilt. f ist nicht injektiv, da
flz=0)=0= f(z = +b) gilt.

g ist injektiv, da f fiir x = % streng monoton wachsend ist. g ist nicht surjektiv, da g(z) =

g(x = _1_%) fiir alle x € [%700[-

h ist injektiv, weil streng monoton steigend. h ist surjektiv, da h stetig und h(z) I/~
und h(z = —b) = 0.




2 | fiir n gerade

@ﬁNHZfW{iw

5, fiir n ungerade

f ist surjektiv, da man fiir n gerade n als n = 2m mit m € Ny darstellen, kann und daher gilt

f(n) = 22 = m. Ebenso kann man fiir n ungerade, 2m + 1 mit m € Ny schreiben, so dass sich

f(n) = —2m44L — — (1 4 1) ergibt. Daher Uberspannt f ganz Z.
Die Injektivitét sieht man folgendermafien:

Angenommen n # m, dann gilt erstens fiir n und m gerade
n ,m
n7ém:>§7é§:>f(n)7éf(m)

zweiten fiir n und m ungerade

npmm = 2 T ) £ ()

und drittens gilt trivialerweise fiir n gerade und m ungerade

m+1

n#még#*72 = f(n) # f(m)

da n und m Elemente aus N sind.

4. Untersuchen sie die Folgenden Abbildungen auf Linearitit, Surjektivitéit und Injektivitét.
a) M, : Abb(R) — Abb(R), M,(f) =af, a €R

M, ist linear.

AuBerdem ist die Abbildung fiir a # 0 surjektiv, denn falls f € Abb(R) dann ist auch 5 €
Abb(R) und es gilt f = M,(L).

Die Abbildung ist fiir a # 0 auch injektiv, da M,(f) = M,(9) & af = ag & f = g gilt.

Fiir @ = 0 ist die Abbildung zwar linear, aber weder surjektiv, noch injektiv.

3 Lineare Abbildungen, Rang, ...

1. Zeigen Sie, dass fiir eine lineare Abbildung ¢ : X — Y immer Rang(¢) < dim(X) = n gilt.

Sei {z;}i=1,... »n eine Basis von X, dann gilt z = Z?:l a;x; fiir x € X. Da ¢ linear ist gilt weiterhin
é(z) >oi a;f(x;), kann man aus {¢(z;)}i=1,...» eine Basis fiir Bild(¢) auswéhlen, welche maximal
dim(X) Elemente hat. O

2. Zeigen Sie, dass fiir eine Familie linear unabhéngiger Vektoren {xi}i=17,__,n und eine lineare, injektive
Abbildung f: X — Y auch die Familie {f(x;)}i=1, . linear unabhéngig ist.

Da man die lineare Unabhéingigkeit der Vektoren {f(z;)}i=1,... n zeigen will, macht man folgenden

Ansatz
n

0= Zaif(%:) = 1O @)

=1



Daraus folgt mit Hilfe der Injektivitéit der linearen Abbildung, dass Y., a;z; =0 = a; =0, Vi =
1,...,n gilt und man hat somit

O:Zaif(:ci)éai =0,Vi=1,...,n

i=1

also die lineare Unabhéngigkeit, gezeigt.

. Zeigen Sie, dass fiir eine lineare Abbildung ¢
dim(ker(¢)) = 0 = ker ¢ = {0}

gilt.

Hinweis: Nutzen Sie aus, dass ker(¢) ein Vektorraum ist.

Angenommen es gébe ein z € ker(¢) mit x # 0 (beachte, dass wegen der Vektorraumeigenschaften
immer 0 € ker(¢) gilt), dann wére wegen f(Az) = Af(z) = 0 auch Az € ker(¢), VA € K. Dann
aber wire dim(ker(¢)) = 1. Widerspruch! O

. Beweisen Sie Satz 1.5 aus der Vorlesung.

Zunichst f(0) = 0: Dies folgt sofort aus f(0) = f(0-2) =0- f(z) = 0.

Falls die Familie {z;};=1,... », linear abhéngig ist, dann gilt, dass eine Familie von Koeffizienten
{a;}i=1,,n mit >1 ; a;z; =0 und Ji € {1, -+ ,n}: a; # 0 existiert. Dann gilt aber auch

J(0)=0= f(z a;r;) = Zaif(ﬂ%)

Daraus folgt, dass auch die Familie {f(z;)};=1,... »linear abhéngig ist.

Die Tatsache, dass f(X’) ein Untevektorraum ist, folgt einfach aus der Linearitdt von f und der
Untervektrorraumeigtenschaft von X'.

flor+22) = fla1) + f(22) € f(X)
fz) = M(2) € f(X)
AuBerdem ist wegen f(0) =0 die Menge f(X’) nicht leer.

Ebenso geht man fiir das Urbild vor. Man nutzt die Untervektorraumeigenschaft von Y’ und die
Linearitdt von f aus. Mit @, 21,20 € f~1(Y”) gilt

yi+ye = f(x1) + f(x2) = fla1 +a2) €Y = 21 + 20 € 1Y)
My =Af(z)=f(Az) €Y' =z € 1Y)

Wiederum ist wegen 0 € Y’ und f(0) = 0, auch wieder 0 € f~(Y”’) und somit das Urbild nicht
leer.




4 Matrizen als Darstellung linearer Abbildungen

1. Uberpriifen Sie zunichst, ob es zu den angegebenen Bedingungen eine lineare Abbildung gibt und
bestimmen Sie gegebenenfalls die Darstellungsmatrix beziiglich der Standardbasis des K.

0 (5D =) (=)

Die Abbildung existiert, da (é) und (g) eine Basis des R? bilden.

Methode zur Bestimmung der Darstellungsmatrix: Man entwickle die Vektoren nach der ent-
sprechenden Basis (hier einfacherweise die Standardbais)und nutze dann die Linearitét (Vor-
aussetzung!) der Abbildung an. Dann erhilt man ein LGS, welches man 16sen kann um die
Matrixelemente zu bestimmen. Hier sei mit {e; };=1, .., die Standardbasis bezeichnet.

Aus den Bedingungen folgt:
fle1 +3e2) = e1 A f(er) +3f(e2) = e
f(262) = 2eq <~ f(ez) = €2
Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten, erhélt man:
f(el) = €1 — 363
fle2) = e2

Daraus lieft man einfach ab, dass die Darstellungsmatrix A von f, also f(z) = A - x, folgen-

dermaflen lauten muss:
A 1 0
T \-3 1

Was man durch einsetzten von Probevektoren nachpriifen kann.

1 2 1 0 0 2
by f(lop =12 f1rp=|1] £(|-2)) =12
2 3 0 4 0
1 1 0
Da2(0] —2[1] =[—-2] gilt, bilden die Vektoren keine Basis und somit muss iiberpriift
2 0 4
werden, ob die Bedingungen sich nicht wiedersprechen. Wegen der Linearitdt von f miisste
gelten:
0 1 1 2 0 4
f(f-—2h=r2lo]-2(1])=2(2|-2|1|=1(2
4 2 0 3 1 4

Dies widerspricht der 3. Bedingung von oben. Damit existiert keine lineare Abbildung mit den
geforderten Eigenschaften.

1 2 0 1 -1 1
o f({rp={r) sqLp=(0o] L0 pP=1{1
0 0 0 0 1 0




2. Man betrachte folgenden Vektorraum V = span({1,¢,#?}) und die darauf definierte Abbildung
oV =V, fef—f.

a) Ist ¢ linear?

Da die Ableitung eine lineare Abbildung ist, gilt:

ONf + ng) = (Af + pg) = (Nf + pg) = Ao(f) + polg)

b) Geben Sie die Darstellungsmatrix fiir ¢ in der Basis {e; = 1,e5 = t,e3 = t?} an.

ple1) =1 =ep
ple2) =t —1 =—e1+e
¢(€3) =12 -2 = —2e9 + €3

Man liefit davon ab, dass

1 -1 0
A=(0 1 =2
0 O 1

die Darstellungsmatrix von ¢ ist.

¢) Uberpriifen sie Ergebnis mit Hilfe des Polynomes P(t) = 5t% + 2t + 1

Durch einfaches Ausrechnen erhalt man

H(P(t)) =5t> 42t +1 — (10t +2) = 5t — 8t — 1 (1)
1
Das Polynom P(t) entspricht dem Vektor | 2 | in V. Mit der Darstellungsmatrix A erhiilt
5
man:
1 1 -1 0 1 -1
o(l2h=(o 1 —2](2|=[-8
5 0 O 1 ) 5

Mit expliziter Angabe der Basis kann man dies auch als
—1— 8t + 5t

was dem Ergebnis in (1) entspricht.

d) Bestimmen sie den Rang von ¢. Ist ¢ bijektiv?

Es gilt Rang(¢) = 3, da die Spaltenvektoren von A alle linear abhiingig sind. Auflerdem gilt
nach der Dimensionsformel

dim(V) = 3 = Rang(¢) + dim ker(¢) = dim(ker(¢)) = 0 = ker(¢) =0



Dabher ist die Abbildung injektiv, und, da sie auerdem zwischen gleichdimensionalen Riumen
abbildet, automatisch auch surjektiv. Daher ist ¢ bijektiv und daher ein Automorphismus.

3. Man betrachte folgenden Vektorraum V = span({1,¢,¢%,¢3}) und die darauf definierte Abbildung
o: V=V feff—f+f
a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von ¢ in der Basis {e; = > + 2, ey = t® + t,e3 =
t2+1,e4 =1} an.

¢(e1) = —2eq + 4deg — e3 + 3eq
¢(e2) = —3ey + Teg + 3es + 2eq
d(e3) = —3e; + 6es — 2e3 + 3ey
Pleq) = e4
Daraus liest man
-2 -3 -3 0
4 7 6 O
A= -1 -3 -2 0
3 2 3 1

ab.

4. Seien X, Y Vektorrdume mit dim(X) = 2,dim(Y) =3 und ¢ : X — Y eine lineare Abbildung. Sind
dann folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie!

a) Die Abbildung ist surjektiv.

Falsch! Da Rang(¢) < 2 folgt sofort, dass das ¢ niemals ganz Y abdecken kénnte.

b) Sei nun Rang(¢) = 1, dann ist ¢ injektiv.

Falsch! Wegen dim(V) = Rang(¢) + dim(ker(¢)) = dimker(¢) = 1 folgt, dass ker(¢) # 0
(beachten Sie hier, dass immer 0 € ker(¢) gilt ).

Damit ¢ injektiv ist, muss gelten Rang(¢) = 2.

¢) Es existiert eine Darstellungsmatrix aus Mat(2 x 2, K) fiir ¢

Falsch! Um eine Abbildung von einem 2 dimensionalen in einen 3 dimensionalen Raum ab-
zubilden benétigt man eine Matrix aus Mat(3 x 2,K). Man mache sich das folgendermafien

klar:
ailr a2 1
X1 Yy
a21 Qa22 = 1Y

a3y asz Ys




5. Es sei die lineare Abbildung

WX~K¢mwwm=C“‘“>

X9 — 41‘3
in Standardbasis gegeben, sowie zwei Paare Basen fiir X und Y

1 1 1 1 1
() {{O),1],[1]} fiir X, und { , }irY

0 1

0 0 1

2 0 1

0

o

@ o). o)\ }fﬁrX,und{(;>7(_21)}fﬁrY

a) Geben sie die Darstellungsmatrix fiir jeweils den Fall () und (8) an

Mit e; sei die Basis in X und mit f; die Basis in Y bezeichnet.
Fall («a):

ple1) =2f1
p(e2) = fo
Ple3) =4f1 —3f2

Davon liest man ab, dass die Darstellunsgmatrix

2 0 4
Da_(o 1 3)

lauten muss.

Fall (5):

Ber) = £hi + 51

o(e2) = ?fl - §f2

4 2
P(e3) = —5f1 + 3f2
Davon liest man ab, dass die Darstellungsmatrix
4 16 _4
Dp = (g i 25)
5 5 5

lauten muss.

Uberpriifen Sie ihr Ergebnis mit Hilfe des Vektors in der Standardbasis
3
3
2

indem Sie diesen in den angegebenen Basen entwickeln und mit der Darstellungsmatrix mul-
tiplizieren.




Fall (a):

3
3| =0e; +e3 + 2e3
2

Anwendung auf die Abbildung ergibt

3 3
o3 )= (%) =sn-sn
2

Anwendung auf die Darstellungsmatrix ergibt

2 0 4 (1)
01 =3/ |,
Fall (B):

3 .3
= —e] — —ex+ ¢
47t T4 g

[SRTEN
|

Anwendung auf die Abbildung ergibt

3 7 11
o((3)= (%) =-Th+3gs
5 _5 5 1 5 2

Anwendung auf die Darstellungsmatrix ergibt
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¢) Bestimmen Sie den Rang der Darstellungsmatrizen

Es gilt Rang(Dq/3) = 2.

6. Es seien der Vektrorraum V = span({e; = 1,ez = t,e3 = t?}) und die Abbildung

1
6:V =R, fro [ f(t)dt
/
gegeben.

a) Ist die Abbildung linear? Begriinden Sie!

Die Abbildung ist wegen der Linearititseigenschaften des Integrals linear.




b) Bestimmen Sie die Darstellungmatrix, fiir die Abbildung in der angegebenen Basis.

Daher lautet die Darstellungsmatrix

¢) Bestimmen Sie den Rang der Abbildung.

Da Rang(A) = 1, so gilt auch Rang(¢) = 1.

5 Matrixmultiplikation

1. Bilden sie das Produkt aus folgenden Matrizen.

) (o)

2 1\ (1 1\ _ [2+2 243\ (4 5
1 4)\2 3) " \1+8 1+12) ~\9 13
11 1 2

6 2)0 \1 2

11\ (1 2\ _ (2 4

6 2)\1 2) (8 16

10 2 3.1 2

03 3|, [1 0o

42 1 329

10 2\ /3 1 2 9 5 20
03 3|1 00])=[1206 27
42 1)\3 29 17 6 17
1211 2 1 2 1

2 1 1 2 3 2 3 2
112 3] |12 21

1231 2 1 1 2

121 1\ /2121 11 8 11 8
2 1 1 2|3 23 2| [12 8 11 9
112 3|1 22 1] |13 1012 11
123 1)\2 1 1 2 13 12 15 10




2. Lésst sich aus den angegebenen Matrizen das Produkt A - B bilden? Fiihren Sie gegebenenfalls die
Multiplikation aus.

2) A:G), B=(1 3)

Das Produkt lédsst sich bilden. Ergebnis:

(i3

b)A(}L i’) B=(2 6

Das Produkt lasst sich nicht bilden.

) A=(2 6), B—(j1 i’)

Das Produkt lésst sich bilden. Ergebnis:

(26 12)
3
5
Ha=(G 1 ®), =3
%
Das Produkt lésst sich bilden. Ergebnis:
7
5
3 5 7 1 3
e)A(5 4 3)’ B<4 7)
Das Produkt ldsst sich nicht bilden.
2 1
na=[3 1], B:(S . g)
0 5
Das Produkt ldasst sich bilden. Ergebnis:
15 16 2
18 12 2
45 30 10

3. Bilden Sie fiir folgende Matrizen die Potenzen A™, Vn € Ny.
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