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Quantenmechanik in einer Dimension (Losungen)

1 1-dimensionale Probleme

1.1 Unendlich hoher Potentialtopf (*)

Ein Teilchen der Masse m ist in einem eindimensionalen Bereich 0 < z < a eingeschlossen. Zum Zeitpunkt
t = 0 ist die normierte Wellenfunktion beschrieben durch:

P (z,t=0) = \/5[1—%0% (%)} sin (%) (1)

a) Wie lautet die Wellenfunktion zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ = ¢o?

LOSUNG:
Die stationére Schrodingergleichung fiir 0 < x < a, zusammen mit der allgemeinen Losung, lautet:
h? 9?
- —Z v =E 2
o 2l = BV (2)
P(z) = Asin(kx) (3)

mit k? = 2mE/h?. Damit wire die Randbedingung (0) = 0 erfiillt. Um die andere Randbedingung
¥(a) = 0 zu erfiillen, muss ka = nr sein. Die normierten Eigenfunktionen von H lauten folglich:

e =y Zsin (220 @)

mit den entsprechenden Energie-Eigenwerten:

n?m2h?
E,=—— =1,2,3,.. 5
S ) (5)

Eine beliebige zeitabhingige Wellenfunktion ergibt sich aus einer Linearkombination der stationiren
Zustande, jeweils multipliziert mit dem dazugehoérigen Zeitentwicklungsoperator:

iEnt
Y(a,t) =) Ay exp (— - ) Y () (6)
n
Unsere Wellenfunktion (1) lisst sich folgendermafien umschreiben:

v@i=0)= \/g [1 cos (%ﬂ)] sin (%C) - \/gsm (%) + \/gcos (%ﬂ) sin (%) (7)
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Der Zustand zu t = tg ist also gegeben durch:

0 anto) = o - ’Elto)wl( Zeow (- ZEQtO) (@)

8 . im2hty\ . mc + 2 z27r2ht0 sin 21 )
=4/ —exp| — — — in [ —
5a P 2ma? a 5a ma? a

b) Was ist der Erwartungswert der Energie bei ¢t = 0 und ¢ = ¢¢?

LOSUNG:
Fiir allgemeine Zusténde ¢ (x,t) lautet der Energie-Erwartungswert:

(o)) =5 (e ) e (5 ()

)

> EnAnAs, (| n) exp <ZE"t> exp (ZEmt)
s oo h h

6’717’71,

(E)

4F, + Eo

- (10)

=Y EulAu) = BEi|A + B | Asf” =
n

Da die Zeitentwicklungsoperatoren sich aufheben, gilt sowohl fiir ¢ = 0 als auch fiir ¢t = ¢g:

4F1 + Eo . 472 K2
5 ~ 5ma?

(E) = By |A1|* + By |Ao|? = (11)

¢) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei t = to innerhalb der linken Hélfte des Poten-
tialtopfes (0 < z < a/2) zu finden? Wie kann man sich so ein Ergebnis anschaulich klarmachen?

LOSUNG:

a/2

/ |t (z,to) \ dz
8 . 9 (TTX 1 2nx 1 mx\ . (27nx _3in2ntg 3in2ntg
= — S1n (7) + — S +7 (7) Sin _— e 2ma2 —|— e 2ma2 de
5a a 4 a 2 a a
0

_é g+i+27a 371'2th _E—FECO‘ 37T2ﬁt0 (12)
“ha\4 16 37 oma ) ) = 27 157 P\ 2ma?

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in der linken
Kastenhélfte zu finden, schwankt um einen Mittel-
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1.2 1-dimensionales )-Potential (**)

Gegeben sei das eindimensionale J-formige Potential:

V(z)=-Xo(z) (A>0). (13)
a) Welchen Anschlussbedingungen muss die Wellenfunktion ¥ (x) bei = 0 geniigen?
(Hinweis: Zeige, dass % bei x = 0 unstetig ist, durch Integration der Schrodingergleichung iiber

das infinitesimale Intervall [—¢,€].)

LOSsuNG:
Die stationére Schrodingergleichung lautet:
R h2
Fap = =20/ (x) = A6 ( () = Bv(a) (14)

Notwendigerweise ist die Wellenfunktion ) (x) iiber R stetig = Die Anschlussbedingung lautet:
$(0") = $(07) baw. lim (&) = lim (~) (15)
E— £—
Die Ableitung der Wellenfunktion ist aber in diesem Fall nicht stetig, da die 2. Ableitung einen unendlichen

Sprung am Ursprung macht. Um dies mathematisch zu zeigen, integrieren wir die Schrodingergleichung
(14) iiber das Intervall [—e, €].

jﬁ¢(x)dx:—QFL;/Eiﬁ/’(m)dx—A/Eé(x)¢(x)dx:E/E¢(x)dx

& 5 (@ = (-0 - M 0) = E [0 () ds (16

2m

Dann machen wir den Grenziibergang ¢ — 0:

2
tig (50 107 (2) = 0/ (=0)]) = A0 (0) = Bty [ 0 2)do =0
o P 07— (07)] = A (0) £ 0 (17)

2m

Da der linksseitige Grenzwert der ersten Ableitung bei z = 0 nicht mit dem rechtsseitigen iibereinstimmt,
ist die Ableitung an der Stelle unstetig.

b) Es existiert genau ein gebundener Zustand in diesem Potential. Bestimme seinen Energie-Eigenwert
und die normierte Wellenfunktion.

LOsuNG:

Fiir einen gebundenen Zustand darf die Energie auflerhalb vom Ursprung nicht gréfier als Null sein,
da sonst £ > V wire, und damit kein gebundener Zustand vorliegen wiirde. Es gilt also: £ < 0. In
dem Bereich (also iiberall, aufler am Ursprung) muss die Wellenfunktion bis ins Unendliche exponentiell
abfallen. Wir nehmen also folgenden Ansatz:

AePx firz <0
= 18
v (@) {Be‘ﬁw firxz >0 (18)

Wegen der Stetigkeit am Ursprung muss gelten:

AP’ = Be P « A=B (19)



Fiir x # 0 gilt wegen V = 0:

RO L. WA, i
—%@A B = —%ﬂ2eiﬁ = EAeiﬁ = E: —

h252
2m

(20)

Der Energie-Eigenwert ist also kleiner als Null, wie gefordert. Um aber das (§ zu ermitteln, betrachten
wir die Stetigkeitsbedingung (17) fiir diesen Fall:

h? mA mA2
—— (A(=B)— AB) = )\ = E=— 21
S (A(-B) - AR =M & f="2 = B=-T2 (21)
Als Letztes fehlt die Normierung der Wellenfunktion:
o) 0 00 o)
/ [(z)|? dz = A? / e dy + /eiQﬁzdz = 2A2/672ﬁxdx
—o0 —00 0 0
2142 2 00 A2 | mA
— 2 (gm2e = =1 A=1"" 22
e @)
Damit lautet die normierte Wellenfunktion, die den Zustand beschreibt:
mA mA|x
0o = G e (757 (23)

¢) Betrachte die Streuzustinde (d.h. £ > 0) in diesem Potential. Unter dem Ansatz:

e + R(E) e~ ™ fiirx <0 [2mE
Vi@ {T (E) etk firz >0 h? (24)

berechne die Reflexionsamplitude R(E), den Reflexionskoeffizienten r(E) = |R(e)|?, die Transmis-
sionsamplitude T(E) und den Transmissionskoeffizienten t(E) = |T(E)|*.

LOSUNG:
Wir betrachten wieder die Anschlussbedingungen fiir die Wellenfunktion ¢ und ihre Ableitung.

(i) ¢(07)=v(07) & 1+ R(E) =T(E)

(i) w/(0%) ~4/(07) = — (o) (25)

& ikT(E) —ik (1 — R(E)) = ——2 (1 + R(E))

Dieses Gleichungssystem 16sen wir jeweils nach R(E) und T'(F) auf:

ik(1+ R(E) =1+ R(E)) = 2kR (E) = - =5~ (1+ R(E))
. 2mA 2mA
<~ R(E) |:22k/’+h2:| :_F
o R(E)=—— . T(E)=1+4R(E) = — (26)
=T L @ = =T g
1+ 25 i 1
1 1 1 1
& r(B)= = ; HE) = = (27)
1+ 5 142857 MR+l m 41

Fiir groBe F konvergiert ¢(E) gegen 1 und r(E) geht gegen 0. Fiir hohe Energien nimmt die Transmis-
sionswahrscheinlichkeit zu: Ein hochenergetisches Teilchen, das von links kommt, kann also nur schwer
von diesem ’Schlagloch’ zuriickgeworfen werden. Fiir £ — 0 konvergiert aber r gegen 1 und t geht gegen
Null. Ein sehr niederenergetisches Teilchen kommt also kaum iiber das ’Schlagloch’ driiber.




2 Harmonischer Oszillator

2.1 Auf- und Absteigeoperatoren(*)

Betrachte einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator mit den Eigenzusténden |n), wobei H |n)y =
fuw (n + 1/2) |n), sowie die Auf- und Absteigeoperatoren aus der Vorlesung mit ihrer Kommutatorrelation
[a,a'] = 1. Zeige, dass a' [n) = v/n+1|n+ 1), und a|n) = y/n|n — 1), und damit, dass a'a|n) = n|n).

LOSUNG:

H (at |n)) = hw (a*aeﬁ + ;aT) In) = al [hw (aaﬁ + ;)} n)
=al [hw ((afa +1) + ;)] In) = hw (n + ;’) (a'|n)) (28)

Der Zustand (a' |n)) hat also einen Energie-Eigenwert, der zum héheren Eigenzustand |n + 1) gehért. Es
gilt also:

a|n) oc [n+ 1) (29)
Um die Normierung zu erhalten, bilden wir:
i )" = (n |adt | n) = (0] (@'a+ 1)|n) = (0 +1) nln) = n + 1
a'|n n|aa'|n n|(a'a n n nln) =n

| = (nlad’|n) = (n|( )m)
=1

=aln)y=vn+1|ln+1) (30)

Beim Vernichtungsoperator verwenden wir einerseits:
aal [n) = (1+ata) In) = (n+1) In) (31)

Andererseits wissen wir:
a(a'n)) =avn+1jn+1) (32)

Gleichsetzen beider Terme ergibt:

aln+1)=+vn+1|n) bzw. aln)=+njn—1) (33)

Damit weifl man, dass der Vernichtungsoperator keinen niedrigeren Zustand erzeugen kann, als der Grund-
zustand, denn a |0) = 0.

2.2 Kohirente Zustidnde (***)

Die kohérenten Zusténde |a) sind die Eigenzusténde des Vernichtungsoperators eines harmonischen Os-
zillators der Masse m und der Frequenz w:

ala)y = ala)

a) Zeige, dass fiir jede komplexe Zahl a die Identitét

- *\042/22 o
a)=e n
|a) Z ﬁn!| )

erfiillt ist, wobei |a) ein normierter Zustand ist, und |n) die normierten Eigenzustéinde des harmo-
nischen Oszillators sind.



LOSUNG:
Betrachte:

alay=> caaln) =Y eavnln—1)=> crVr+1|v) (34)
n=0 v=0

n=1
Gleichzeitig gilt:
ila) = ala) :ach [n) :chah/) (35)
v=0

n=0

Koeflizientenvergleich liefert:

VT Tl=ca S cppr= \/‘;% (36)

Damit hat man eine rekursive Vorschrift fiir die Koeffizienten ¢,. Durch sukzessives Einsetzen in sich
selbst bekommt man:

(37)

Aus |a) = > ¢, |n) folgt (o] = ¢ (n|. Damit kann man den Zustand |«) normieren:

- 2 o feol®
(ala) = Y crem (nlm) =" len* =Y ———-
n,m=0 n=0 n=0 n

=0mn

2 n

& (o)

ol > S =1 (39)
n=0 :

—exp(jal?)

Daraus erhilt man den ersten Koeffizienten ¢y der Entwicklung von |a) nach den Zustédnden|n):

2 . .
co = exp (— |a]”/ 2), woraus man aus der Rekursion alle anderen c,, bestimmen kann.

Aus (37) und (38) folgt somit:

a—oocn—ooca—nn—ex —@ Ooann
o= 3enbi = 30 = e (<15 ) 3 1

b) Zeige, dass die kohédrenten Zustinde minimale Unschérfe haben, d.h. AZAp = g

Hinweis: Verwende die folgenden Darstellungen durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

sowie: (a]al = (a|a*

LOSUNG:
Mit (A2)? = (22) — (2)? und (Ap)? = (p?) — (p)” ist die minimale Unschiirfe des kohéirenten Zustands
Zu zeigen:

AiAp = g (39)



1. Wir betrachten zuerst die Unschiirfe des Ortsoperators & = h (&T + &):

(32) = (a|#?| ) = % (a|@ +a)*|a) = % (a|@")’ +a'a+ad +a2|a)
- % [(a](@)’|a) + (alala|a) + (a]aal|a) + (@]a®] a)]

Hier kénnen wir die Kommutatorrelation von @ und 4! verwenden: aaf = afa + 1

(32) = % [<a‘(a*)2‘a> +(ala*ala) + (a|(a*a+ 1) a) + <a\a2\a>} -
= %@ [(oz*)2 +2a*a +a® + 1}
= (2%) = % [(a* +a)’+ 1} (40)
() = (@]d]a) = {/ 2 (a|(@ +8)]a) = 1/ —— (0" + ) (41)

2mw 2mw

Die Gleichung (40) zusammen mit dem Quadrat von (41) ergibt die Ortsunschérfe:

(83 = (%) = @) = 5o [(@" + 0 + 1= (0" +0)"] = 2 (42

2. Die Ausrechnung von (Aﬁ)2 verlduft dhnlich:
p 5 mhw At a2 mwh
(#) = (ali?| ) = =5 (a] @ = &)"|a) = 5= (o

_ _mwh (o|((@")* - 2ala+a* ~1)|a)

2
_ mTwh {1 — (0" — a)z} (43)
Py =1 mTwh<a (@' —a)|a) =1 mTwn(a*—a) (44)
(43) und (44) ergeben damit
B0 = () - ) =" [1- (@ - )+ (0" +a)?] = 0 (45)
3. . .
= (A#)* (Ap)® = T e Ap=g (46)

Der kohérente Zustand |«) hat also die geringste Unschirfe, die mit der Heisenberg’schen Unschiirferelation
vertraglich ist.

d) Berechne die Zeitentwicklung eines kohérenten Zustands |a(t)) und beweise, dass ein kohirenter
Zustand mit der Zeit kohédrent bleibt.

LOSUNG:
Aus dem Separationsansatz der zeitabhéngigen Schrédingergleichung wissen wir:



dabei ist das Exponential eines beliebigen Operators gegeben durch:

R 0 Ak i e} i k [es] — k
k=0 k=0 k=0
— exp (JE;_L”t) In) (48)

Eingesetzt in den zeitabhéngigen kohédrenten Zustand:

a(t)>=eXp( ZHt) ~lal’ /QZ )= el /QZGXP< Zit)H (49)

Die Eigenenergien des harmonischen Oszillators lauten: F,, = fuw (n + 1/2)

= Ja(t)) = e—lol?/2 i % exp {—m (n + ;)} In)

n=0

0 —iwt\™
— o—iwt/2 <6|a|2/zz (ae\/ﬁ) |n>>

n=0

Der Klammerterm sieht fast so aus wie ein kohédrenter Zustand. Wir konnen ihn aber auf die exakte
Darstellung bringen, indem wir in der mittleren e-Funktion |a| durch |ae™*| ersetzen. (Da |e~™!| =1,
machen wir dadurch nichts falsch).

i e~ iwt 2 O (e~ wt)" i i
la(t) =e t/2<exp<_‘ 5 ‘ )Z( \/T?) |n>>—e t/2|056 t>

n=0

=|ae—iwt)

Um die Kohéirenz von |« (t)) zu beweisen, iiberpriifen wir ob er Eigenzustand des Vernichtungsoperators
a ist.

a ‘Ck (t)> = e*|a|2/2 Z aiefiwt(nJrl/Q) (& |7L>)

ore n!
_ e_|a|2/2 i a” e_iwt(n+1/2)\/ﬁ|n _ 1>
n=1 m

Der Summand mit n = 0 fillt raus, da @ |0) = 0. Hier kann man einen Indexshift machen (n — n + 1)

I ( —iwt/2 €_th(n+1)M|n>

e lol?/2
Z vV (n+1
. 2 > a” i ;
= qe~ Wt 67‘04 /2 Z 7672wt(n+1/2) |n> = qe~ Wt |0¢ (t)> (50)
— vn! —
—twt

= |a(t)) ist Eigenzustand von a zum Eigenwert ae™**, und somit ein kohérenter Zustand.

e Zusatzaufgabe: Zeige, dass die Ewartungswerte von & und p im kohérenten Zustand jeweils eine
klassische harmonische Beweung vollziehen.

LOSUNG:
Aus ala(t)) = ae™™*|a(t)) folgt (analog zum 2. Aufgabenteil): (a (t)|af = («a (t)] a*e™*. Da « eine
komplexe Zahl ist, konnen wir sie schreiben als Produkt aus Betrag und Phase: a = |a|e™®



Damit erhalten wir:
ala () = (lale ) a (1)) und (a (t)]a" = (o ()] (laf =) (51)

Der Erwartungswert des Ortsoperators im kohdrenten Zustand lautet:
(@) = (a@®]ala®) = /5 —{a®) (@' +a)]a(t)

V3 M|Z@t@+eﬂwt@)<<na<»
= “% |ee| cos (wt — ¢) (52)

Und fiir den Impulsoperator

hmw

(p) = (a(®) Pl (1)) = iy) —— (a (t)

(a' = a)| o (®))

Amw i
Tn||(zwtw e =9) (a (t)] a (1))
=1
. [ hmw .
= 2 || 2 sin (wt — @) (53)

—V2hmw || sin (wt — ¢) (54)

Die Erwartungswerte fiir Ort und Impuls verhalten sich demnach genauso wie eine klassische harmonische
Oszillation. Insbesondere gilt auch:

m B8 20w (= sin (wt — 8)) = —v/2hm |a] sin (vt — 6) = (5) (55)

dt mw ==

3 Allgemeine Sitze

3.1 Ehrenfest-Theorem (*)

Die Bedingung, dass man die Erwartungswerte quantenmechanischer Gréflen wie & und p wie klassische
Groflen behandeln kann, lautet (s. Vorlesung):

(F(z)) = F ({z)) (56)

a) Leite mithilfe einer Taylorentwicklung von F(z) eine Bedingung ab, fiir die die geforderte Relation

gilt.
LOSUNG:
Zuerst muss man F(z) in eine Taylorreihe um (z) entwickeln:
0 1 s 07
F(2) =F (@) + (2 = (2)) 5 F ((2)) + 5 (¢ = (2))" 557 ((2)) + ... (57)

Dann kénnen wir die ganze Gleichung mitteln, wobei man sich bei F' ({x)) die Mittelung sparen kann, da
dies eine Zahl ist, die sich dadurch nicht veréindert. Aulerdem gilt:

(r = (2)) = (2) = {{z)) = (z) = (&) = 0



Damit verschwindet der lineare Term der Taylorentwicklung.
1 2 07
(F () =F({2)) + {5 @—{2) 55 F(2) ) +... (58)

Wir sehen: (F(z)) = F({z)) genau dann, wenn die 2. und hohere Ableitungen der Kraft nach dem Ort
verschwindet.

b) Welche bekannten Systeme erfiillen diese Bedingung? Wird sie erfiillt in einem System bestehend
aus einem Teilchen im Potential V(x) = az*? (a > 0)

LOSUNG:

Zwei Beispiele fiir solche Systeme sind sofort bekannt: Das freie Teilchen, wo die Kraft {iberall Null
ist, und der harmonische Oszillator, wo die Kraft nur linear von z abhiingt. Beim Fall V(z) = az? ist
die Kraft proportional zu x3, daher verschwindet die zweite Ableitung der Kraft nach z nicht = Die
Erwartungswerte von & und p geniigen nicht den klassischen Bewegungsgleichungen.

3.2 Virialsatz (**)

Der Virialsatz beschreibt den Zusammenhang zwischen den zeitlichen Mittelwerten der potentiellen und
kinetischen Energie geschlossener physikalischer Systeme, z.B. eines Systems von Massenpunkten in einem
endlichen Volumen, die einem Potential V ausgesetzt sind (Das Potential kann entweder auf gegenseitiger
Wechselwirkung der Teilchen, oder auf einem externen Kraftfeld beruhen). Fiir ein Teilchen im Potential
V gilt:

1-—=

T= 5?- \A% (59)
a) Zeige, dass sich fiir ein System mit Hamilton-Operator H=T+V (ﬁ’) = % +V (ﬁ') die Opera-
torbeziehung .
R g =2r - 79V (7) (60)
ergibt.
LOSUNG:

Mit der Produktregel fiir Kommutatoren ergibt sich:

LR = 1 ([r] err])

h n
: 9
? Y 2B N 2
=7 [zm’”’*V !
' 22N R N
= ({—va?ﬂ?] ﬁ+F[V () ,Z,VD (61)

Um diese beiden Kommutatoren auszuwerten, wendet man sie auf eine beliebige Testfunktion @ () an
(Kommutatoren sind Operatoren!):

=—ihey,
[—:116277%'} P (7) = ﬁ [ﬁ’%ﬁ*} (1) = 2#%(“@* [ﬁkﬂ%} ﬁk><1>(f*’)

i) = (i) @ () (62)



v (7).59]ew =ty () 9o (7) - S 2 )

1

B oo OV o0\ .
(e e L

(63)

b) Zeige, dass der Erwartungswert des Kommutators [’):(, /1} in einem stationdren Zustand gleich Null

ist, und leite mithilfe der Operatorbeziehung (60) eine Relation analog zu (59) fiir die quantenme-
chanischen Erwartungswerte von T und V in einem stationédren Zustand her (Quantenmechanischer

Virialsatz).

LOSUNG: A
Sei |1y,) ein stationdrer Zustand des Hamiltonoperators H zum Eigenwert E,:

Da H Hermitesch ist, ist E, reell, und es gilt genauso:

(ul = (n] By
(] = o [ A ) = (- 0 2
= (0n|(Bud = AB,) |90 ) = Bu (v | (A= A)|0n) =0

¢) Wie lautet das Verhéltnis (T') / (V) fiir einen harmonischen Oszillator in 3D?
(V (7) = mw?r?/2)

11

(69)



Losuna:
Fiir V (7) = 2 gilt VV (7) = mw?ré,

7YV (7) = mw*r? = (T)

12




