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Quantenmechanik in einer Dimension

1 1-dimensionale Probleme

1.1 Unendlich hoher Potentialtopf (*)

Ein Teilchen der Masse m ist in einem eindimensionalen Bereich 0 < z < a eingeschlossen. Zum Zeitpunkt
t = 0 ist die normierte Wellenfunktion beschrieben durch:

w(x,t:()):\/% {1+cos (%E)} sin (%x) (1)
a) Wie lautet die Wellenfunktion zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ = ¢o?

b) Was ist der Erwartungswert der Energie bei ¢t = 0 und ¢ = ¢¢?

¢) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei ¢ = to innerhalb der linken Hélfte des Poten-
tialtopfes (0 < z < a/2) zu finden? Wie kann man sich so ein Ergebnis anschaulich klarmachen?

1.2 1-dimensionales j-Potential (**)
Gegeben sei das eindimensionale §-férmige Potential:
V(z)=-Xo(z) (A>0). (2)

a) Welchen Anschlussbedingungen muss die Wellenfunktion (x) bei = 0 geniigen?

(Hinweis: Zeige, dass % bei x = 0 unstetig ist, durch Integration der Schrodingergleichung iiber

das infinitesimale Intervall [—¢,€].)

b) Es existiert genau ein gebundener Zustand in diesem Potential. Bestimme seinen Energie-Eigenwert
und die normierte Wellenfunktion.

¢) Betrachte die Streuzustinde (d.h. E > 0) in diesem Potential. Unter dem Ansatz:

ek 4 R(E)e ™ fiirx <0 2mE
b (@) = 7E) <0y 2mE 3)
T(E)e fiir x > 0 h

berechne die Reflexionsamplitude R(E), den Reflexionskoeffizienten r(E) = |R(e)|?, die Transmis-
sionsamplitude T'(E) und den Transmissionskoeffizienten t(E) = |T(E)|*.



2 Harmonischer Oszillator

2.1 Auf- und Absteigeoperatoren(*)

Betrachte einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator mit den Eigenzusténden |n), wobei H |n)y =
fuw (n + 1/2) |n), sowie die Auf- und Absteigeoperatoren aus der Vorlesung mit ihrer Kommutatorrelation
[a,a'] = 1. Zeige, dass a' [n) = v/n+1|n+ 1), und a|n) = v/n|n — 1), und damit, dass a'a|n) = n|n).

2.2 Kohirente Zustidnde (***)

Die kohirenten Zusténde |«) sind die Eigenzusténde des Vernichtungsoperators eines harmonischen Os-
zillators der Masse m und der Frequenz w:

ala)y = ala)

a) Zeige, dass fiir jede komplexe Zahl « die Identitit

la) = e~lo*/2 i o In)
n=0 \/m

erfiillt ist, wobei |a) ein normierter Zustand ist, und |n) die normierten Eigenzustinde des harmo-
nischen Oszillators sind.

b) Zeige, dass die kohédrenten Zustinde minimale Unschéirfe haben, d.h. AZAp = %

Hinweis: Verwende die folgenden Darstellungen durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

sowie: (a|al = (o] a*

¢) Berechne die Zeitentwicklung eines kohérenten Zustands |a(t)) und beweise, dass ein kohirenter
Zustand mit der Zeit kohérent bleibt.

e Zusatzaufgabe: Zeige, dass die Ewartungswerte von Z und p im kohérenten Zustand jeweils eine
klassische harmonische Beweung vollziehen.

3 Allgemeine Sitze

3.1 Ehrenfest-Theorem (*)

Die Bedingung, dass man die Erwartungswerte quantenmechanischer Gréflen wie & und p wie klassische
Groflen behandeln kann, lautet (s. Vorlesung):

(F(z)) = F ({z)) (4)

a) Leite mithilfe einer Taylorentwicklung von F'(x) eine Bedingung ab, fiir die die geforderte Relation
gilt.

b) Welche bekannten Systeme erfiillen diese Bedingung? Wird sie erfiillt in einem System bestehend
aus einem Teilchen im Potential V(x) = az?? (a > 0)



3.2 Virialsatz (**)

Der Virialsatz beschreibt den Zusammenhang zwischen den zeitlichen Mittelwerten der potentiellen und
kinetischen Energie geschlossener physikalischer Systeme, z.B. eines Systems von Massenpunkten in einem
endlichen Volumen, die einem Potential V ausgesetzt sind (Das Potential kann entweder auf gegenseitiger
Wechselwirkung der Teilchen, oder auf einem externen Kraftfeld beruhen). Fiir ein Teilchen im Potential
V gilt:

_ 11—
T:§F-VV (5)

a) Zeige, dass sich fiir ein System mit Hamilton-Operator H=T+V (ﬁ') = % +V (7%) die Opera-
torbeziehung
3'[7%; | =21 -7 Vv (7) (6)
TP = 3 T

ergibt.

b) Zeige, dass der Erwartungswert des Kommutators [ﬂ, /Al] in einem stationédren Zustand gleich Null

ist, und leite mithilfe der Operatorbeziehung (6) eine Relation analog zu (5) fiir die quantenmecha-
nischen Erwartungswerte von T und V in einem stationdren Zustand her (Quantenmechanischer
Virialsatz).

¢) Wie lautet das Verhéltnis (T") / (V) fiir einen harmonischen Oszillator in 3D?
(V (7) = mw?r?/2)



