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Grundlagen der Quantenmechanik (Losungen)

1 Skalarprodukt und Matrixdarstellung (*)

In einem dreidimensionalen Hilbertraum sind folgende Vektorzustéinde gegeben:
la) = i[1) =2[2) —i[3)
18) i|1) +213)

Hierbei sind |1), |2) und |3) die orthonormierten Basiszustéinde.

1. Berechnen Sie die Skalarprodukte («|3) und (3|a) explizit und zeigen Sie, dass (8|a) = («|B3)".
2. Finden Sie alle Matrixelemente von A = | (3] und geben Sie die Matrixdarstellung von A an.
3. Ist der Operator A hermitesch? Begriindung?

LOSUNG:

1. Zu beachten ist die komplexe Konjugation fiir das erste Argument.

(alf) = —ii (1) — 2 (1|3) — 20 (1]2) — 4 (2|3) + i (3|1) + 23 (3|3)
= 1+2i

(Bla)y = —ii (1|1) + 20 (1|2) + 44 (1|3) + 26 (3|1) — 4 (3]2) — 2i (3|3)
= 1-2

(@) = (1+2i)"=1-2i=(fla)

2. Durch Anwendung von A auf die Basiszustinde folgt:

fEI1> = |a) (BI1) = —ila) = [1) +2i(2) — [3)
Al2) = Ja)(B[2) =0
Al3) = [a)(BI3) =2 |a) =2i|1) —4]2) —2i3)
R 1 0 2
A = 2% 0 —4
-1 0 -2
R 1 -2 -1
Al = 0 0 0
—2 -4 2

3. A# AT = A ist nicht hermitesch



2 Matrixdarstellung und Eigenwerte (*)

Der Hamilton-Operator eines Zwei-Niveau-Systems lautet:
H=e (1) (1] = 12) 2[ + [1) (2] + [2) (1))
Hierbei sind |1) und |2) die orthonormierten Basiszustéinde. Der Parameter ¢ hat Energieeinheiten.

1. Wie lautet die Matrixdarstellung des Operators H in dieser Basis.

2. Finden Sie die Energieeigenwerte und die zugehorigen Eigenzustinde des Operators H.

LOSUNG:

1. Durch Anwendung von H auf die Basiszustéinde folgt:

HIL = e[[1) (1) —[2) 2[1) + 1) (2[1) +[2) (1]1)]
e[l1) +12)]

H(2) = e[[1)(1]2) = [2) (2[2) + [1) (2[2) +[2) (1]2)]
e[l1) —[2)]

1 1
H = 6(1 _1>

2. Zum Finden der Eigenwerte gilt es das Eigenwertproblem (H — A1) v = 0 zu lésen:

det(H—A1) = 0
—(e=N(e+N)—€ =0
A= 2¢2
Aijp = V2

Durch Einsetzen der Eigenwerte in das Eigenwertproblem lassen sich folgende Eigenvektoren finden:
= ()
== (F)

3 Normierung (*)

Ein Elektron befindet sich im Spinzustand y = A <?Z>

1. Bestimmen Sie die Normierungskonstante A.

LOSUNG:



1. A ist so zu finden, dass |x| = 1 gilt.

\/(—3,4@' 44) - @jl) = V942 £1642 = V2542 =54 =1
A =1
5

4 Kommutatoren (*)
Gegeben seien zwei Operatoren A und §, wobei gilt:
4351 [5.[2.5] =»
Zeigen Sie, dass fiir n = 1,2, 3... gilt:
[E”,B} — nAn! [2, E}

LOSUNG:

Beweis per Induktion:

1.n=1:
4.5) - [35
1- A1 [E,E = A [AE} = [E,é}
{E,E - [E,E}
2.n—-n+1:
(A1) - [i7.5]

A [En,é] +[ﬁ,]§} Ar
—— ————
nAn-1[AB]  An[4.B]

B
nA" [ﬁ, é} + A [Z, E}

= (n+1)A" [ﬁ, E}

Aussage gilt fiir n + 1 = Aussage gilt auch firn=1,2,3, ...

5 Hermitesche Operatoren (**)

1. Gegeben seien die hermiteschen Operatoren A und B. Zeigen Sie, dass
(a) der Operator AB hermitesch ist, nur wenn AB = BA gilt.
(b) (g—k E) hermitesch ist.



2. Beweisen Sie, dass fiir jeden Operator A folgende Operatoren hermitesch sind:
(a) (4+4)
(b) i (E - XT)
(©) (MT)

3. Zeigen Sie, dass der Eigenwert eines hermiteschen Operators reell ist und dass die Eigenfunktionen
orthogonal sind.

4. In der klassischen Hamiltonfunktion sind die Terme p f(x) und f(z) p dquivalent. Die Erset-
zungsregel p — p = fih% fiir den Ubergang zum Hamiltonoperator fithrt aber zu verschiedenen
Operatoren. In dem Ansatz

p fx) = ap fx)+(1—-a) f(z)p

ist die Reihenfolge offen gelassen.

Wie ist der reelle Koeffizient o zu wéhlen, damit der resultierende Operator hermitesch ist?

LOSUNG:

1. Laut Voraussetzung gilt: A= A" und B = Bt
() (AB)' = B1At = BA
= (gg)T = AB genau dann, wenn AB = BA
(b)

(A+8)"] = (A+B) (4+B) - (d+B)
_ (gug? (gmrgf)...(gurgf)
= (2+J§)

N\ T ~A\T ~ ~
(c) (AAT) - (AT) At = AAt
3. Gegeben sei der hermitesche Operator A sowie die 0.B.d.A. normierten Zusténde |[m) und |n).
(m|Aln) = (m|An)

= (mlann)

= a, (m|n)

Nun bildet man die Differenz: 0 = (a, —a),) (m|n)



Fallunterscheidung:

(a) n=m
0 = (an—ay)(mln)
0 = (an—ay)nn)
~——
=1
0 = (an—a})
an = a
= a, ist reell
(b) n#m
0 = (an—ap)(mn)

Die Eigenwerte seien nicht entartet

0 = (an—ay,)(mn)
———
#0
0 = (mn)

= Die Eigenfunktionen sind orthogonal.

4. Setzt man p = —ih% in den Ansatz ein, so folgt:

p 1) = i o o) + 0 ) ) ] =i o )+ S0

Die Forderung fiir die Hermitezitéit lautet:

7dx¢>*<x> (it Jar@ + s ww) £ /OO da (=in |af (@) + f0) 5| o(0)) u)

Hierbei wird verwendet, dass f(z) als Teil einer klassischen Hamiltonfunktion reell ist. Die Bedin-
gung kann umgeformt werden zu:

oo

[tz 2as @0 @) + 1) " @) ] Lo

— 00

Diese Gleichung kann partiell integriert werden, wobei die Randterme im Unendlichen verschwinden:

oo

a-1) [ dof (@) @) L0
Wir schlieflen den Fall f/(z) = 0 aus, da f(z) dann eine Konstante wére und sich somit die Frage

der Reihenfolge nicht stellen wiirde. Da ¢(z) und ¢ () beliebige quadratintegrable Funktionen sind,

muss o = % sein.

Die Ersetzungsregel lautet dann:

p f(@) = 3 [P f(a) + £(x) 7

1[p f(z) + f(x) P ist hierbei hermitesch



6 Matrix-Exponentielle (***)

agk
2P

Die Matrix-Exponentielle ist fiir einen Operator A definiert als: e =

3
Il
=)

Sie hat folgende Eigenschaften:

o ApA _ LA

-
o AtB — pAcB iy {;1\ é} =0

o)
I
—)

1. Zeigen Sie fiir den hermiteschen Operator H , dass der adjungierte Operator von e der Operator
e ist.

2. Zeigen Sie, dass U = e fiir einen hermiteschen Operator H unitér ist.
3. Nehmen Sie fiir zwei nicht-kommutierende Operatoren A und B die Funktion
fO) =eMBe ™ (AeR)

an.
Benutzen Sie diese Funktion, um die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

~ ~ 1t~ A1)
A —A __
ABe _B+§717”! [A,B}
Zu zeigen.

Hierbei sind: [ﬁ, B

=
[l
)
&)
=
=]
joN
ES)
&)
=
[l
| —
)
)
I—>l
5
N
=

Hinweis: Verwenden Sie die Taylor-Entwicklung von f(\).

LOSUNG:

L) = (R g e

n=0

2. ﬁist unitar < l/}ﬁT =1

)
)
[~
~.
)
N——

ot =
— n!
AN
= (i)
- = n!
_ il

UU = e~ eil =7 = U ist unitir



3. Die Taylorentwicklung von f(\) um A = 0 ist gegeben durch:

) = £(0) + i 20 e
f(0) = "B =B
FO0) = MABeM - MBAM M1, 5]
f(1)(0) _ [ﬁ,ﬁ _ {: A}(l)
A0 = eﬁﬁ[i E} M _ A [37 g} sy
= M A, [ﬁ, EH M
= 6)“Z [A, E} @ e*AAA
/0 = [1.8]"”
Allgemein gilt fiir {g, é} (n);
f(n+1)(/\) %f(n)(/\)
= eAAE{A’E}(n)e M _ A [’\’ A}(”) ~ 3
= M4, [ﬁ, E} (n)} oM
_ A [g,g} (D _ai
o0 = [4.8]"

~ ~ 0  ~7(n) o]
Fir A =1 folgt: e Be‘A:B—I—ZL![A;B} :Z%[AB
n=1 n=0

)

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
und verallgemeinerte Unschirferelation (**)

1. Beweisen Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (y|v) (¢|¢) > |(1p|¢>|2



Hinweis: Betrachten Sie die Ungleichung (1) + Ap|t) + A¢) > 0 und finden Sie den Wert von A, der

die linke Seite minimiert.

Beachten Sie, dass A und A* unabhéngig voneinander variiert werden kénnen.

2. Beweisen Sie, dass fiir zwei hermitesche Operatoren Aund B die verallgemeinerte Unschérferelation

Afméz%

gilt.

([28])

e t: ()" — (32) — (2 wnd (85)" — (%) — (B’

Hinweis: Betrachten Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung mit:

) = (A-(4)) 19
)= (B-(B))le
() = (el Ale)
(B) = (¢|BI¢)

3. Rechnen Sie nach, dass man fiir A =% = z und B= D= %8% die Unschérferelation

erhélt.

4. Die Unschéarferelation AzAp > g lasst sich auch aus der Ungleichung

/mmwx—@»—uﬁ—@mwwwzo

mit v € R folgern.

Zeigen Sie, dass das Gleichheitszeichen nur fiir Gaufifunktionen gilt.

LOSUNG:

L0 < (¢ 4+ Al + Ag) = (0[) + A" (dlY) + A (Y|9) + A" (d]d) = g (A, A7)

0 .
m*g(/\M )

= )\min

*
min

= A

= (0]9) (Vl¥)

v

(B1Y) + A(gl$) =0
(Y1) + A" (¢l¢) =0

(gl

(¢l9)
(¥[9)

(2l0)

ol
Wi =010

(g])]?



2. Unter Verwendung der in der Aufgabenstellung gegebenen Definitionen folgt:

Wlo) = (el (- (D) 1o = (A - ()" = (ad)"
whe) = €(B~(B) 6= (B - (B) = (aB)’
@0l) = (el (A= (D) (B~ (B)) ) = (AB) — (A) (B)
wlo) = (€ (B—(B) (A- @)l = (BA) - (A) (B)

Eingesetzt in die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt:

N\ 2

(a3)" (AB)" > [(elw)]* = [R (61 + (3 ()] > [3 (o)

= AA AB

IV
DO | =
~
S
o,

3. Der Kommutator berechnet sich wie folgt:

~ h o
[@.ply = {w,mx]w
h 0 h 0
= Tt T T WY
h 0 h h 0
= Y TV T e
hit

[z,p] = i

Der Erwartungswert des Kommutators ist: ([Z,p]) = (hi) = I

1 h

. Wegen der Betragsstriche kann das Gleichheitszeichen in der Angabe nur dann gelten, wenn der
Integrand identisch 0 ist:
[y (z—(2)) —i(p— (P)]¥(x) =0
Setzt man die Definition des Impulsoperators p = fih% ein, ergibt sich eine Differentialgleichung
erster Ordnung;:
dy(x)

h=g— =@ —{x) +ip)]v(z)

Diese Gleichung kann leicht integriert werden:

W) =Crewp | = @)+ )

Damit die Wellenfunktion normierbar ist, muss v < 0 gelten.
Die Normierung ergibt C' = 4 %

Fiir v < 0 ist ¢(z) eine Gauifunktion, das Gleichheitszeichen in der Unschérferelation gilt folglich
genau fiir Gauifunktionen.



8 Projektor-Algebra (**%*)

Es sei &, ein Teilraum des Hilbertraums, £ der dazu komplementéire Raum. Jeder Ket-Vektor |u) besitzt
eine Projektion in &, und eine in £, sodass

|u) = |ua) + lug)
Man definiert als Projektionsoperator einen linearen Operator mit der Eigenschaft:

P, |u> = ‘ua>

1. Zeigen Sie, dass der Projektor P, hermitesch ist.
2. Beweisen Sie folgende Operatorgleichung:

P:=p,

a

3. Betrachten Sie eine Folge von orthonormierten Vektoren |1),|2),...,|N):
(mln) = dmn (m,n=1,2,..,N)

Diese Vektoren spannen einen bestimmen (N-dimensionalen) Unterraum €y des Vektorraums auf,
zu dem sie gehoren.
Zeigen Sie, dass

der Projektionsoperator auf £y ist.

4. Eine Observable A besitze endliche viele verschiedene Eigenwerte a1, asg, ..., any. Man setze

f(A) = (A= a)(A—az)---(A—an) = (A= an)gn(A)

mit: gn(A) = H (A_am)

m#n
Zeigen Sie, dass

(a) f(A) =0 gilt.
(b) der Projektor P, auf dem Unterraum zum n-ten Eigenwert durch den Ausdruck

gn(A)
gn(an)

P, =

gegeben ist.

5. Betrachten Sie den Fall, dass A jeweils n,, Eigenvektoren zum Eigenwert a, habe (n,-fache Ent-
wartung).

Na

P, = 3" |a,i) {«, ] sei der Projektor auf den Unterraum &,, den die |«, i) aufspannen.
i=1

Zeigen Sie, dass

ZPa:I

gilt.

LOSUNG:

10



1. Fiir ein beliebiges |v) gilt:
(u[ Palv) = (u|va) = (a|va) = (ualv)

= (u|] Py = (ua|

= P, ist hermitesch.

2. Fiir ein beliebiges |u) gilt:
P lu) = Py (P |u)) = P lua) = |ta) = Pulu)

= P?=P,

Umgekehrt ist jeder hermitesche Operator ﬁ, der die Gleichung p2=p erfiillt, ein Projektor.
3. Fiir ein beliebiges |u) gilt:

N

) =Y In) {nlu) + Y la) (alu) = Jun) + ui),  (alm) =0

n=1 Rest

N N N
Py lu) = Z Z |m) (m|n) (n|u) + Z Z |m) (mla) (a|u)

m=1n=1 m=1 Rest

4. Der hermitesche Operator A ist eine Observable, falls die Eigenvektoren von A den gesamten Raum
& aufspannen. Eigenvektoren einer Observablen bilden ein vollsténdiges System.
Fiir einen beliebigen Eigenvektor |n) gilt:

Aln) = a, |n)
(a) Wendet man f(A) auf einen Zustand |n) an, so ergibt sich:
f(A)In) = gu(A)(A—Ay)|n)

= gn(A)(an —an)[n)
0

P, \m) = (A) |m) = bnm |m>

1
In
gn(an)

= Ppln) =[n)
= P, |m) =0 (falls m # n)

11



5. Bitte beachten: Da n,, die Entartung abzéhlt, steht der Index « statt n fiir die Nummerierung der
verschiedenen Eigenwerte aq.

Mo

Po = Y lai) (o,
=1

N N ng
YoPalw) = DY lavi) {asilu) = |u)
a=1 a=1i=1
N
= > P, =1
a=1

Die Folgerung und das letzte Gleichheitszeichen folgen aus der Vollstandigkeit des Eigenvektor-
raums und aus der Wahl eines beliebigen Vektors |u).

9 Hellmann-Feynman-Theorem (*)

1. Beweisen Sie das Hellmann-Feynman-Theorem:

w1 ZE Xy oy = Zp )

Hierbei ist:
HA) [0 (N) =E ) (A)
(W (N [P (N) =1

2. Im Falle des harmonischen Oszillators ist F,, = hw (n + %) und ‘H = % + e

Berechnen Sie mit Hilfe des Hellmann-Feynman-Theorems das Verhéltnis zwischen den Erwar-
tungswerten der kinetischen und der potentiellen Energie.

Betrachten Sie einmal m und einmal w als Parameter.

LOSUNG:

12



1. Durch Ableitung der Energie folgt:

OE(N) 0
D e o)
- <8%§)| MO ) + o ()| 7
= )&M)+ <w<>|a””|w<>>
S <8”’( Dy () + 2 >|8gg>> O
= 22w+ X o))
:0_1
= w2 oy
2. m als Parameter:
8 (p®  mwia? P W22
(om <2m 2 >>n = Cgm )
= D+
0
= B, =0
= (1), =),
w als Parameter:
o (4 ™55 = (mer?),
= 2w,

10 Dichte-Operatoren (**)

9 )+ (B () [H O >|W>
EM) <w< ) 7>

1. Zeigen Sie, dass fiir einen reinen Zustand mit dem Dichte-Operator g = |¥) (¥| der Erwartungswert

einer Observable A gegeben ist durch:

(A) = (V] Aw)

13



2. Zeigen Sie, dass die Gleichung
~2 ~

o =0
fiir einen beliebigen Dichte-Operator 9 = > p4 |Va) (¥o| dann und nur dann gilt, wenn o einen
[

reinen Zustand beschreibt.

3. Leiten Sie ausgehend von der Schrédinger-Gleichung die von Neumann Gleichung her, welche die
Zeitentwicklung eines Dichte-Operators beschreibt:

Hierbei ist: g—f? = Pa|¥Va) (Vo
4. Nehmen Sie an, dass der Dichte-Operator g die Form
0= PalVa) (¥l (po = 0 fiir alle )

hat.

Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Zeitentwicklung der Erwartungswerte
(A) =T (@1)

gegeben ist durch:

LOSUNG:

L) = S (A0 = Tr (24)

o = [U)(yl
=T (04) = Y (Wlpdlvy)

k’

= > (W) (U|A|)

k’

= > by, (UA]T)
k:/

= ()

Pa |\I’a> <\I/oz‘

2. 5=
0= Z PaPa’ |\I’a> <\I/oc|‘11a’> <\I’a’| = Z,papa' |\I’a> 60«6!’ <\I’a’| = Zp?x |‘I’a> <‘I’a|

’

Bedingung fiir Gleichheit: p? = p,, oder p, = 1
Nur ein Zustand mit Wahrscheinlichkeit 1, der Rest ist 0

= 0 beschreibt reinen Zustand

14



3. Der Dichte-Operator habe die Form 9= p,, [¥o) (V4]

Die zeitliche Ableitung des Dichte-Operators ist dann gegeben durch:

d . . . .
%Q = Zpa o) (Pal + Zpa Vo) (Yol + Zpa [Wa) (Val

0 . .
a + Zpa |\Ila> <\Ila‘ + Zpa |\Iloz> <\I/oc|

Die Schrodinger-Gleichung hat die Form:

Zh|wa> = H|wa> = |1/.)a> = %H|wa>
—ih (el = (ol H = (ol =~ (al

Eingesetzt in die zeitliche Ableitung folgt:

d. 0o 1
%Q = 8t+ HZPQ\‘I’ < @ 7%;pa|\1}a><\:[loc|7_[
0o 1
= E + E (Zpa ‘\I/a> <\I/a|H_HZpa |\I/o¢> <\I/a|>
_ %
= 5t (QH H o)
d. 0o
7% = 3 th [QaH]
4,
d /-~ d
@A) = an(QA)

= Zpa o) (ol Algrr)

’
o,
6 o

@,

d ~
= @ Zpa <wa‘A|wa>
o . dA
= Zpa <wa|A|wa> + Zpa <wa|A|¢a> + Zpa <wa|E|wa>

2
dA
= 7Zpa. wa|HAW]o¢ +Zpa. ¢a|AH|wa +<>

t
= Zpa. of (AH = HA) pa) + <i£>

T~
ol
‘d»

15



