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Probeklausur

1 Kurze Fragen

1. Wann ist ein Kraftfeld konservativ? Geben Sie drei dquivalente Bedingungen!

Losung

e Es existiert eine Funktion U(r) mit:

e Fiir jede geschlossene Kurve v gilt:
F.di=0

~

e F ist einfach wegzusammenhéngendes Kraftfeld, d.h. Feld ohne Locher, dann gilt:

VxF=0
2. Zeigen Sie, dass im Zentralpotential U(r) der Drehimpuls erhalten ist. Welche andere Grofe ist
erhalten?
Loésung
[=7x I
de o L L. Lo - L2
%l:rxp—&—rxp:m(rxr)—i—rx(mF):O—i—er
L e A = d o R d Lo
Im Zentralpotential gilt: F = —VU(r) = %U(r)er = FxF= —r%U(r)(er X €.) =0

d -
damit folgt: —1 =0
amit folgt: —
Eine weitere Erhaltungsgrofie stellt die Gesamtenergie E dar.

3. Zeigen Sie fiir eine eindimensionale Bewegung im Potential U(z), dass die Euler-Lagrangegleichung
gerade die Newtonsche Bewegungsgleichung ergibt.

Losung
T:%ﬁ U=U(z)
L=T-U=—i*-U(x)
oL d oU _



2 Rotierender Draht

Ein Teilchen sei auf einem halbkreisférmig rotierenden g
Draht angebracht und auf diesem frei beweglich. Der [
Draht rotiere mit konstantem w um die fest vorgegebene '
Achse im kriftefreien Raum. \

i)

ii.)

Stellen Sie die Lagrangefunktion £ auf.

Losung:
Die Lagrange-Funktion fiir ein freies Teilchen in Kugelkoordinaten lautet
L= %m (7*2 + 1292 + r2sin? (9) gbz)
Zwangsbedingungen einsetzen:
r=R, p =wt
=L= %m (R2192 + R?sin? (0) w2>

Berechnen Sie damit die Hamiltonfunktion H und stellen Sie die kanonischen Gleichungen auf.

Losung:

Bei der Hamilton-Funktion beachte man, dass es nur einen Freiheitsgrad gibt. Zuerst den kanoni-

schen Impuls ausrechnen:
oL 9
py = — = mR“Y
Jetzt nach der Geschwindigkeit auflésen:
Py
mR?
dann die Hamilton-Funktion bestimmen und die Geschwindigkeit durch den kanonischen Impuls
eliminieren:

9 =

H = pglé — £
2
1 :
= 7511;2 —5m (R2192 + R?sin? (V) wz)
2
1
= 2721;%2 - §mR25in2 (V) w?

Jetzt die kanonischen Gleichungen berechnen und zu einer einzigen Bewegungsgleichung zusam-
menfiithren:

OH

L OH )
Py = =55 mR=sin (¢) cos () w
19_877'[_ Py
~ Opy mR2?

=0 — sin (9) cos (9) w? =0
Das ist die DGL fiir ¢.

iii.) Bestimmen Sie die Gesamtenergie F und berechne %. Was ist dafiir die physikalische Begriindung?



Losung:

Da £L=T =F, weil V = 0 ist, folgt:
dE _ dc
dt — dt

= mR2) (0 + sin () cos (V) w2)

m (R21919 + R%*)sin (9) cos (9) w2>

#0
#0
Das folgt aus der Bewegungsgleichung fiir ¢ (Man beachte das Plus!). Die physikalische Begriindung
ist natiirlich, dass die Zwangsbedingung zeitabhiingig ist (der Draht dreht sich sténdig) und somit
dem System Energie zu- und abgefiihrt werden kann.

iv.) Berechnen Sie % und vergleichen Sie H mit der Energie.

Losung:

Die totale Zeitableitung der Hamilton-Funktion ist gleich ihrer partiellen:
an _ oM _
a ot
andererseits: = f’ﬁ;z — ImR%sin () cos () w?
_ PoPy _ Popy
mR2  mR?
=0

Die Hamilton-Funktion ist also erhalten, die Energie aber nicht! Daraus folgt sofort:

H+E

3 kanonische Transformationen

Uberpriifen sie, ob die folgenden Transformationen kanonisch sind.

Losung:
L g=pq—¢°
p=p"+7

ist keine kanonische Transformation. Dies sieht man am besten, indem man die Poisson-Klammer

o oG op 0§ Op
{q»p}q,p - Z (an 6})1 apz an

%

berechnet.
Fiihrt man die partiellen Ableitungen aus, so kommt ein Ausdruck ungleich 1 heraus.



Ist hingegen eine kanonische Transformation, Nachweis analog wie oben.

Wiéhlen Sie eine der néchsten beiden Aufgaben (4 oder 5) zur Bearbeitung
aus!

4 Wiirfelpendel

Ein homogener Wiirfel der Kantenlédnge s und der Masse M hénge vertikal von einer seiner Kanten herab.
Aufler der Gravitationskraft wirken keine Kréfte. Finden Sie die Periode fiir kleine Schwingungen um die
Gleichgewichtslage.

Wie grof} ist die Lénge eines dquivalenten Fadenpendels?

Losung

Zuniichst machen wir uns qualitative Uberlegungen zu diesem Problem.

Der Wiirfel ist fest aufgehéngt. In seinem Schwerpunkt greift die Gewichtskraft an. Ist der Wiirfel ausge-
lengt, erfihrt er ein Drehmoment, das ihn in Richtung der Ruhelage bewegt. Dabei ist nur die Kompo-
nente der Gewichtskraft von Bedeutung, die senkrecht zum Radius steht, da der Wiirfel durch die feste
Aufhéngung sich radial nicht bewegen kann.

Wir miissen das Drehmoment bestimmen und kénnen dann iiber die Anderung des Drehimpulses die
Bewegungsgleich fiir den Wiirfel aufstellen: Fiir die senkrechte Komponente der Gewichtkraft, die auf
den Wiirfel wirkt gilt in Abhéngigkeit der Auslenkung :

FLZ—FG'SiD(p, FG:Mg

Diese Kraft erzeugt am Ort des Schwerpunktes ein Drehmoment. Der Schwerpunkt hat den Abstand a
zur Drehachse. Fiir diesen erhalten wir nach geometrischer Uberlegung:

CLZTS

Damit erhalten wir fiir das Drehmoment und somit der Drehimpulsdnderung:

Fia=Ip = —Mgasinp=1p

Mit Kleinwinkeln&herung sin ¢ = ¢ ergibt sich die Bewegungsgleichung:

. . Mga
—Mgap = 1¢ & <,0+Tg<p=0
Nun benétigen wir noch das Tragheitsmoment des Wiirfels beziiglich der Rotationsachse um die entgiiltige
Bewegungsgleichung aufstellen zu kénnen.
Dafiir legen wir die Kante an der der Wiirfel aufgehéingt ist in die z-Achse und zwei Kanten weitere in die
x- bzw. y-Achse. Somit erhalten wir fiir die zz-Komponente des Trégheitstensors folgenden Ausdruck:

S S S 2 2
I3 =1, ::I:p/ dx/ dy/ dz(z? + %) = Sps® = M s?
0 0 0 3 3

Somit erhalten wir die Bewegungsgleichung anhand der man die Schwingungsfrequenz w ablesen kann
und somit die Periodendauer 7' bestimmen kann:

. 3\/59 3\/§g 2 4 s 4 2s
—Zp=0 =Dw=4{—= =2T=—=2 t——s—=27V24y/ 5
b+ 1 sgp w 1 s " TSqr 33 g Tv2 39



Die Linge eines Fadenpendels mit der gleichen Schwingungsdauer errechnet sich {iber diese Gleichung;:

2 2
T =T =2rVlg :>27r\‘7§\/378=27r\ﬁ9 :>l:§\/§s
g

5 Abrollende Zylinder

Zwei homogene Zylinder mit den Massen my, mo und den Radien r1, 79 sind mit einem Faden umwickelt.
Die Achse des Zylinders 1 ist reibungsfrei horizontal gelagert. Der Zylinder 2 fillt im Schwerefeld senk-
recht nach unten, wobei sich der Faden von beiden Zylindern abwickelt.

Fiir die Beschleunigung des fallenden Zylinders gibt es eine Zwangsbedingung. Wie lautet diese?

Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf und berechnen Sie die Fadenspannung.

Nutzen Sie dabei aus, dass die Anderung des Drehimpulses gerade dem angelegten Drehmoment ent-
spricht.

Losung

F' bezeichne die Fadenspannung die auf jeden der beiden Zylinder ein Drehmoment erzeugt. Fiir die
Drehimpulsénderung ergibt sich damit:

Li =L =rF undanalog Lo = s =roF

Fiir das Trégheitsmoment eines homogenen Vollzylinders beziiglich seiner Symmetrieachse finden wir:

o " " 11002 2 " ’, 02 m o
133:/)/ dcp/ dz/ dr'r'(z +y):p27rh/ dr'r =5
0 0 0 0

Somit lauten obige Gleichungen:

my o. ma o.
rmF = —r%wl roF = —rng
2 2
my . ma . . .
F = 72 rwy = 72 rows < 2F = miriwi = maraws

Fiir die Kraft auf den fallenden Zylinder ergibt sich:
MoZo = Mag — F

Die Beschleunigung dieses Zylinders erhalten wir aus der Zwangsbedingung:
Lo = riwy + Towe

Somit haben wir drei Gleichung mit drei Unbekannten wy,ws, Zo:

2F = m1T1QJ1 = mQTQL{.JQ (1)
mgffg = Mag — F (2)
To = riwi + rows (3)

Diese konnen wir folgendermaflen umstellen und somit die Fadenspannung F' berechnen:

3 in 2 eingesetzt:  mo(riwy + rows) = mag — F |- my (marqwy = 2F)
= maoriwimy + 2Fm; = mimeg — F'my ‘(mQTgwg = QF)
mimso

mo2l + 3Fmy = mimag 3 +2m29



