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1 Kurze Fragen

Geben Sie moglichst kurze Antworten auf folgende Fragen:

Lésung:

Losung:

Ein Zug fahrt mit konstanter Geschwindigkeit genau von Norden
nach Siiden. In welche Richtung (im Bezugssystem des Zuges) wirkt
die Corioliskraft, wenn er gerade den Aquator passiert?

Da der Zug beim Passieren des Aquators in Richtung der Rotations-
achse fihrt, wirkt keine Corioliskraft

—

F,=—-2m@xv=0 (1)

Betrachten Sie ein lineares 4-atomiges Molekiil, das der Zwangsbe-
dingung unterliegt, dass alle Atome auf einer 2-dimensionalen Ober-
fliche liegen. Das Molekiill wird als ein System aus vier Massen-
punkten beschrieben, die untereinander mit Hookeschen Federn ver-
bunden sind. Wieviele unabhéngige Eigenschwingungen hat dieses
System?

Im zweidimensionalen System hat jedes der 4 Molekiile je 2 Freiheits-
grade, also insgesamt 8. Davon entfallen 2 auf die Translation und 1
auf die Rotation. Also bleiben 5 unabhéingige Eigenschwingungen.

Ist die Transformation P = %jsin(p), Q= (Izjcos(p) kanonisch?

Wir {iberpriifen mit der Poissonklammer

{Q, P} = 9Q0F 090D _ qCOS(p)%COS(p)—%(—sin(p))qsm(p) =

(2)

Die Transformation ist also nicht kanonisch.

d)

Ein Massenpunkt bewegt sich im elektrischen Potenzial einer un-
endlich ausgedehnten homogenen Flichenladungsverteilung (auf der
x-y-Ebene). Welche Grofen sind erhalten?

3

q
—#1
5 7



Lésung:  Wegen der Symmetrie sind die Impulse in x- und y-Richtung sowie
die Drehimpuls um die z-Achse und die Gesamtenergie (nur konser-
vative Krifte) erhalten.

e) Warum ist ein eindimensionales, ausschlieflich ortsabhingiges und
hinreichend glattes Kraftfeld immer konservativ?

Lésung:  Ein Kraftfeld ist konservativ, falls ein Potenzial existiert. Im eindi-
mensionalen Fall ist das trivial:

U(z) = f/F(:z:’)dz’ (3)

2 Phasenraum: Kepler-Potenzial

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich in einem eindimensionalen Kepler-
Potenzial U = —WC‘, ¢ > 0 bewegt.

a) Stellen Sie die Hamiltonfunktion auf

Lésung: In diesem einfachen Beispiel entspricht die Hamiltonfunktion der Ener-
giee H=F=L - &

2m g

b) Zeichnen Sie das Phasenraumportrait fir £ =0, E <0, E >0

Lésung: Wir 16sen die Gleichung nach p auf, damit wir den Graphen zeichnen
konnen:

p(g) = /2m(E + m) (4)
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Abbildung 1: Phasenraumportrait fiir das Keplerpotenzial



3 Lagrange-Mechanik: Stehendes Pendel

Ein ebenes Pendel mit einer masselosen Stange der Linge R ist stehend am un-
teren Ende befestigt. Am oberen Ende befindet sich ein Massepunkt mit Masse
m, auf den die Schwerkraft in die negative z-Richtung wirkt. Dieser Massepunkt
ist nach oben hin mit einer masselosen idealen Feder befestigt (siche Skizze).
In der vertikalen Lage des Pendels (¢ = 0) hat die Feder ihre Ruheléinge L,
ist also entspannt. Stellen Sie mit dem Lagrangeformalismus die Bewegungs-
gleichung fiir die Koordinate ¢ auf (Schwerkraft nicht vergessen!). Verwenden
Sie dabei die Formel fiir die potentielle Energie der Feder, U(l) = JC(LTW, bei
Ausdehnung/Zusammendriicken auf die Linge [. Die Bewegungsgleichung muss
nicht geldst werden (das heifft, das Ergebnis muss nicht schon sein). Hinweise:

Kosinussatz: a? = b? 4- ¢ — 2bc cos a, Sinussatz: § = zzg
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Abbildung 2: Stehendes Pendel an einer Feder

Lésung: Zuerst berechnen wir mittels des Kosinussatzes die Lange [:
12=(L+ R)>+ R? - 2R(L + R)cos¢ = L? + (2LR + 2R?)(1 — cos¢),

I = /L2 + 4(LR + R2)(1 — cos¢) (5)

k(Lf\/L2+4(LR+R2)(17cosd>))2

Die Energien sind demnach: T' = %gﬁ und U = mgRcoso+
was die Lagrangegleichung
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L3244 LR-}-R3 1—cos 2
L= 102 mgReoss — k(L v/ J(1—cos))

liefert.
Wir erhalten daraus die Bewegungsglelchung

oL _ —2(LR + R?)sing
— = mgRsing+k(L—+/L? + 4(LR + R?)(1 — cos
¢ gRsing-+h(L—/ ( ) ?)) VL2 +4(LR + R?)(1 — coso)

. 2(L + 1)sing(L—+/L? + 4(LR + R?)(1 —

5 8 iy B2k Vsino(L VTP ATRYF0 —cosd) o

R m VL2 4+ 4(LR + R?)(1 — cos¢)

4 Tragheitsmoment: Doppelkegel

a) Gegeben ist ein starrer Kérper von der Form eines Doppelkegels mit konstan-
ter Dichte p(Abmessungen siehe Skizze). Berechnen sie das Trigheitsmoment I35
des Zylinders fiir Drehungen um seine Symmetrieachse, die z-Achse.
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Abbildung 3: Doppelkegel

Lésung: Wir wissen bereits, dass das das Tragheitsmoment einer homogenen
Scheibe der Dicke dz und mit Radius r das Tragheitsmoment dI = d;”rz =
gpr‘ldz betrigt. Aufierdem konnen wir den Radius der Kreisscheiben in Ab-
héngigkeit von der Hohe z bestimmen: r(z) = z4. Jetzt miissen wir nur noch

aufintegrieren:

o O d* mpd* 25 npdia
Taa = Z 4y = = 4 dz = Ze =
w= [ Sortie=Tp [ itia= TRy ST )

—a

b) Der Korper rollt nun ohne zu rutschen zuerst auf einer ebenen Bahn die dann
beginnt anzusteigen. Am Anfang bewegt sich der Schwerpunkt des Korpers mit
einer Geschwindigkeit vy. Berechnen sie die maximale Hohendifferenz h, die der

= mr2¢ =
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Korper erreichen kann, mit dem Energieerhaltungssatz. Sollten Sie im Teil 4.a
Schwierigkeiten gehabt haben, rechnen Sie im Beitrag fiir die Rotationsenergie
einfach mit dem Symbol I35 ohne die Form dieses Tragheitsmomentes explizit
anzugeben.

Lésung: Um die kinetische Energie zu bestimmen, bendtigen wir noch die Masse
m des Doppelkegels

m = pr(z)*mdz =

—a

wpd3a

(8)

und die Rollbedingung wy = %Die kinetische Energie am Anfang betréigt also

_m,, 2 I 2 _ mwpdia, 2 mpd?a 2 _ 13mwpd3a_ . 2
To = Fvo” + Fwo™ = “q5— V0" + g5 V0~ = ~q55 Yo"
. . . . . 2
Das setzen wir mit der potenziellen Energie gleich: Uy = Ty, mgh = % =
13mpd2a, 2
120 Y0~
13’1)02
h= 200 (9)



5 Eigenschwingungen

Im Schwerefeld der Erde sei eine Punktmasse m [mit Koordinaten (x2, z3)] iiber
einen masselosen Faden der Lange ! [mit Ausschlagswinkel 6] an einer Punkt-
masse 3m [mit Koordinaten (z1, z1)] aufgehéngt, die sich reibungsfrei auf einer
Parabel der Form z; = Qilzlz bewegt (siehe Skizze). Ziel dieser Aufgabe ist es,
die Eigenfrequenzen kleiner Schwingungen dieses Systems zu bestimmen. Be-
trachten Sie somit im Folgenden ausschliesslich den Limes 6 < 1, und wihlen

Sie g1 := x1 und ¢ := [0 als verallgemeinerte Koordinaten.

Abbildung 4: Gekoppelte Massen auf parabelférmiger Bahn

a) Driicken Sie x1, %2, 21, 22, durch die neuen Koordinaten ¢1, gz, ¢1, g2 aus.
Hinweis: Entwickeln Sie sinf und cosf bis zur zweiten Ordnung in 6.]

Losung:

T1 =41, Z1 = qulz

T1=4q1, 21 = 7@

To = o1 +lsind = q1 +10 = q1 + q2, 20 = 21 — lcost = %lqlz—l+l% =
(12 + g2 — 202)

Ty = g1 + 42, 22 = (141 + q262)

b)Zeigen Sie, dass die Lagrangefunktion £(q1, g2, 41, ¢2) im Limes kleiner Schwin-
gungen folgende Form hat:

L(q1,q2,41,42) = 5 (4G1% + 2G1 G2 + Go® — wo® (41 + q2® — 207)) mit wy? =
Hinweis: Terme hoherer als quadratischer Ordnung in ¢1,¢2,¢1 und go (

A ~ka
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Produkte von mehr als zwei dieser Variablen) sollten vernachléssigt werden.
Lésung:

T =3 (3a1® +d2° +34° + £°) = F(Ba* + (41 + ¢2)° + 3(70161)* + (7 (@agr +
12q2))?) = 5 (4q1® + 241G2 + ¢2°)

U=mg(3z1 + 22) = 52 (Bq1® + ¢1® + @2% — 21?) = Two?(4q1® + ¢2® — 21?)

Die Lagrangefunktion ergibt sich wie gehabt aus der Differenz der beiden Ener-
gien.

c¢) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen w; und wo des Systems.
Losung:
Zunichst schreiben wir die Lagrange-Funktion in Matrixschreibweise um. Da-

bei erhalten wir auch eine Konstante (aus dem Potenzial), die durch Ableiten
wegfallt (C = mgl):

£ = gisti-grare =g 0 7 ) imgaome? (o ) e ao)
Die Bewegunsgleichung lautet dann
Mg+ A7=0 (11)
und wir machen wieder den Ansatz
git) = ac! (12)
was zu
(A—w?M)T=0 (13)

fithrt. Als nachstes bestimmen wir die Determinante der Summenmatrix, die
wir durch m geteilt haben:

49 — 40?2 —w? g g g !
det < e e ) = 4(F—w?)— (W) = 4 (7) 2890213 (w?)2 £ 0
(14)
Wir erhalten also die Eigenwerte w; = /29 und wy = \/g )

d) Berechnen Sie die entsprechenden Eigenmoden und skizzieren Sie qualitativ
die Eigenschwingungen fiir jede der beiden Eigenmoden.

Lésung:
- 49 99\ -
Wir berechnen den Eigenvektor C(!) zu w1:< Y ¢ ) CH =0
1

:mel(j) (15)



Analog ergibt sich fiir den Eigenvektor zu ws:

-3 (3)

Die beiden Massen schwingen also (in den Eigenmoden) entweder gegenliufig
oder gemeinsam, wobei jeweils die grofere Masse die Halfte der Amplitude hat.
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Abbildung 5: Qualitative Darstellung der Eigenmoden



