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1 Massendichte und Bezugssysteme

Ein starrer K �orper ist System aus Massenelementen (oder Massenpunkten) mit festem Abstand unter-

einander.

Massendichte: � ( ~r ) = lim
� V ! 0

� mi ( ~r )

� V
=

dm

dV
Gesamtmasse: M =

Z

V
� ( ~r ) d3 r (1)

Die Massedichteverteilung und Gesamtmasse eines Punktsystems k �onnen folgenderma�en dargestellt

werden:

� ( ~r ) =

NX

i= i

miδ
3
( ~r − ~ri ) ⇒ M =

Z

V
� ( ~r ) d3 r =

NX

i= i

mi (2)

Bewegt sich der, durch die Massenverteilung de�nierte K �orper, so ist es sinnvoll die Beschreibung der

Dynamik aufzuteilen. Man w �ahlt ein ortsfestes Koordinatensystem und ein k �orperfestes.

Im folgenden werden f �ur das raumfeste Koordinatensystem gro�e Buchstaben verwendet und f �ur das

k �orperfeste kleine:

raumfestes System: ~R = ( X, Y, Z )
T
k �orperfestes System: ~r = ( x, z, z ) T

Die Verbindung der beiden Koordinatensysteme wird �uber einen Vektor ~R0 hergestellt. Meist wird

daf �ur der Schwerpunktsvektor ~RS ben �utzt:

~R0 =
1

M

Z

V
~r� ( ~r ) d3 r = ~RS ⇒ ~V ( t ) =

d

dt
~R0 ( t ) (3)

Die Translation des des K �orpers kann so beschrieben werden. Die einzelnen Massepunkte k �onnen sich

aber relativ zum ortsfesten Koordinatensystem um eine Achse durch den Schwerpunkt mit der Winkel-

geschwindigkeit ~ω =
d ~�
dt drehen. Die daraus resultierende Geschwindigkeit wird folgenderma�en beschrie-

ben:

d~r

dt
= ~ω × ~r ⇒ d~R

dt
= ~V + ~ω × ~r (4)

Der erste Summand beschreibt die Tanslationsgeschwindikeit und der zweite Summand die Geschwindi-

keit der Rotationsbewegung.

Daraus erkennen wir, dass das k �orperfeste Koordinatensystem kein Inertialsystem sein kann, da es im

raumfesten Koordinatensystem rotiert.

Die Position des Schwerpunktes im Raum, die durch die Translation ver �andert wird, wird durch

drei Freiheitsgrade bestimmt. Die relative Orientierung der untereinander fest verbundenen Teilchen im

K �orper, die sich im K �orpersystem nur durch Drehung bewegen, wird durch weitere drei Freiheitgrade

bestimmt.

Das gesamte System hat also sechs Freiheitsgrade.
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De�nition 3.1 (Tr •agheitstensor)

I �� =
NX

i = i

mi (r 2� �;� � x � x � ) bzw. I �� =
Z

V
d3r�~r (r 2� �;� � x � x � ) (7)

Der Tr •agheitstensor ist unabh•angig von der Betrag oder Richtung der Rotation. Multipliziert mit der
Winkelgeschwindigkeit zum Quadrat ! 2 erh•alt man wieder die kinetische Energie und somit die Lagrange-
Funktion des starren K•orpers:

T =
1
2

M ~V +
1
2

X

��

I �� ! � ! � ) L = T � U =
1
2

M ~V
| {z }
Ttrans

+
1
2

X

��

I �� ! � ! �

| {z }
Trot

� U (8)

Die Summation •uber � und � entspricht dabei dem Produkt !I! .
Der Tr •agheitstensor ist eine symmetrische reelle Matrix:

I =
Z

V
d3r� (~r)

0

@
y2 + z2 � xy � xz

� yx x 2 + z2 � yz
� zx � zy x2 + y2

1

A (9)

Wie man die Elemente des Tr•agheitstensors ausrechnet werden wir uns an einem Beispiel veranschau-
lichen.

Ein Kreiskegel mit H•ohe h, Radius R und homogener Massen-
dichte � rotiere um eine Achse, die durch seine Spitze geht und
parallel zur Grund •ache ist. Wobei in unserem Beispiel die z-
Achse durch die H•ohe geht und die Rotationsachse die x-Achse
repr•asentiert.

F•ur die Berechnung des T•agheitstensors verwenden wir Zylinderkoordinaten (x = r cos�; y = r sin '; z =
z). Der Kegel l•asst sich somit folgenderma�en ausdr•ucken:
f (r; '; z ) 2 (0; 1 ) � (0; 2� ) � (0; h)jr � Rz

h g
Damit k •onnen wir beginnen die einzelnen Elemente des Tr•aheitstensors auszurechnen. Das Volumenele-
ment d3x lautet in Zylinderkoordinaten
rdrd'dz .

I 11 = I xx =
Z h

0
dz

Z 2�

0
d'

Z Rz
h

0
rdr� r 2 sin2 ' + z2

| {z }
x2+ y2+ z2 � x2

= �
Z h

0
dz

Z 2�

0
d'

� 1
4

� Rz
h

� 4 sin2 ' +
1
2

� R
h

� 2z4
�

= �
Z h

0
dz

� �
4

� R
h

� 4z4 +
2�
2

� R
h

� 2z4
�

= ��
� R

h

� 2
� 1

20

� R
h

� 2h5 +
1
5

h5
�

=
3
20

M
�
4h2 + R2�

(10)

Die Gesamtmasse des Kegels ist dabeiM = � 1
3R2�h .

Die Komponente I 22 = I yy unterscheidet sich vonI 11 nur dadurch, dass satt des sin2 ' der cos2 ' im
Integral enthalten ist. Dieser verschwindet bei der Integration •uber den Bereich [0; 2� ] ebenfalls bis auf
den Term '= 2. (

R
cos2 axdx = x

2 + 1
4a sin 2ax;

R
sin2 axdx = x

2 � 1
4a sin 2ax)

F•ur die Komponente I 33 = I zz gilt:

I 33 = I zz =
Z h

0
dz

Z 2�

0
d'

Z Rz
h

0
rdr� r 2

|{z}
x2+ y2+ z2 � z2

= �
�
10

� R
h

� 4h5 =
3
10

MR 2 (11)
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Die restlichen Komponenten k �onnen durch �Uberlegen gleich Null gesetzt werden. Wir betrachten dazu

nur die Integrale �uber ' .

I 12 = I 21 = I xy = I yx ∝
Z 2 �

0
d' cos ' sin ' = 0

I 13 = I 31 = I xz = I zx ∝
Z 2 �

0
d'zr cos ' = 0

I 23 = I 32 = I yz = I zy ∝
Z 2 �

0
d' sin ' = 0

(12)

Der Tr �agheitstensor hat somit die Form:

0

@
I 11 0 0

0 I 22 0

0 0 I 33

1

A (13)

4 Hauptachsentransformation

Im Allgemeinen ist der Tr �agheitstensor nicht diagonal. Symmetrische Matrizen lassen sich aber durch

Wahl eines geeigneten Koordinatensystems auf Diagonalform bringen. Es wird also eine Koordinaten-

transformation O : {~e x , ~e y , ~e z } → {~� 1 ,~� 2 ,~� 3 } gesucht, sodass sich der Tr �agheitstensor in der neuen Basis

{~� 1 ,~� 2 ,~� 3 } in Diagonalform I 0 = O T IO =

� I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

�
darstellen l �asst.

Die Eintr �age der Transformationsmatrix O sind die normierten Eigenvektoren ~v i aus folgendem Eigen-

wertproblem:

I~v i = λi~v i (14)

Die Eigenwerte entsprechen gerade den Haupttr �agheitsmomenten λi = I i und k �onnen �uber das charak-

teristische Polynom bestimmt werden:

� ( I i ) = det( I − λi1 ) = 0 → λi (15)

Einsetzten in das obige Eigenwertproblem liefert dann die Eigenvektoren. Diese zeigen in die Richtung

der Haupttr �agheitsmomente.

Die Rotationsenergie l �asst sich somit folgenderma�en schreiben:

Trot =
1

2

3X

i=1

I iω
2
i (16)

F�ur den einfachen Fall der Drehung um eine Haupttr �agheitsachse ergibt sich einfach:

Trot =
1

2
Iω 2

5 Satz von Steiner

F�uhrt die Rotationsachse nicht durch den Schwerpunkt des Systems, muss der Tr �agheitstensor an diese

Situation angepasst werden.

Dazu betrachtet man den Tr �agheitstensor von einem anderen Koordinatensystem aus. Dieses hat seinen

Ursprung am Punkt O 0 , der um ~a vom Schwerpunkt S , unserem alten Ursprung, entfernt ist. Der Ab-

standsvektor f �ur Massenelemente im neuen Koordinatensystem transformiert sich somit zu: ~r 0 = ~r − ~a .
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F�ur den Tr �agheitstensor vom Ursprung O 0 aus gesehen gilt dann:

I 0 �� =

NX

i= i

mi ( r
0 2 δ�;� − x 0 � x 0 � ) setze ein: ~r 0 = ~r − ~a

I 0 �� =

NX

i= i

mi

�
( r2 − 2~r · ~a + a 2

) δ�;� − ( x� − a � )( x� − a � )
�
=

=

NX

i= i

mi ( r
2 δ�;� − x� x� )

| {z }
= I

+

NX

i= i

mi

| {z }
= M

( a 2 δ�;� − a � a � ) − 2~a
NX

i= i

mi~r

| {z }
=0

+ a �

NX

i= i

mi~x�

| {z }
=0

+ a �

NX

i= i

mi~x�

| {z }
=0

Die letzten drei Summen ergeben im Schwerpunktsystem (ungestrichen) gerade Null.

Daraus folgt direkt der Satz von Steiner:

⇒ I 0 �� = I �� + M ( a 2 δ�;� − a � a � ) (17)

Oder f �ur einfach Tr �agheitsmomente:

J 0 = J + M a 2

6 Drehimpuls starrer Körper

Rotiert der starre K �orper, so hat er einen Drehimpuls. In einem Punktmassensystem kann er als Summe

einzelner Drehimpulse aufgefasst werden oder allgemeiner �uber folgendes Integral de�niert werden:

~l =

Z

V
d3 r� ( ~r ) ~r × ~v (18)

F�ur die Geschwindigkeit der Rotation kennen wir den Ausdruck ~v =
d~r
dt = ~ω×~r mit der Winkelgeschwin-

digkeit ~ω =
d~'
dt . Diese Beziehungen in die De�nition des Drehimpulses eingesetzt ergeben:

~l =

Z

V
d3 r� ( ~r ) ~r × ( ~ω × ~r ) wobei gilt: ~r × ( ~ω × ~r ) = r2 ~ω − ~r ( ~r · ~ω )

die Drehimpulskomponenten lauten damit:

l� =

Z

V
d3 r�

�
r2 ~ω� − x�

X

�

x� ω�
�
=

X

�

Z

V
d3 r�

�
r2 δ�� − x� x�

�

| {z }
= Iαβ

ω�

⇒ l� =

X

�

I �� ω� ⇒ ~l = I~ω (19)

5



Die restlichen Komponenten k �onnen durch �Uberlegen gleich Null gesetzt werden. Wir betrachten dazu

nur die Integrale �uber ' .

I 12 = I 21 = I xy = I yx ∝
Z 2 �

0
d' cos ' sin ' = 0

I 13 = I 31 = I xz = I zx ∝
Z 2 �

0
d'zr cos ' = 0

I 23 = I 32 = I yz = I zy ∝
Z 2 �

0
d' sin ' = 0

(12)

Der Tr �agheitstensor hat somit die Form:

0

@
I 11 0 0

0 I 22 0

0 0 I 33

1

A (13)

4 Hauptachsentransformation

Im Allgemeinen ist der Tr �agheitstensor nicht diagonal. Symmetrische Matrizen lassen sich aber durch

Wahl eines geeigneten Koordinatensystems auf Diagonalform bringen. Es wird also eine Koordinaten-

transformation O : {~e x , ~e y , ~e z } → {~� 1 ,~� 2 ,~� 3 } gesucht, sodass sich der Tr �agheitstensor in der neuen Basis

{~� 1 ,~� 2 ,~� 3 } in Diagonalform I 0 = O T IO =

� I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

�
darstellen l �asst.

Die Eintr �age der Transformationsmatrix O sind die normierten Eigenvektoren ~v i aus folgendem Eigen-

wertproblem:

I~v i = λi~v i (14)

Die Eigenwerte entsprechen gerade den Haupttr �agheitsmomenten λi = I i und k �onnen �uber das charak-

teristische Polynom bestimmt werden:

� ( I i ) = det( I − λi1 ) = 0 → λi (15)

Einsetzten in das obige Eigenwertproblem liefert dann die Eigenvektoren. Diese zeigen in die Richtung

der Haupttr �agheitsmomente.

Die Rotationsenergie l �asst sich somit folgenderma�en schreiben:

Trot =
1

2

3X

i=1

I iω
2
i (16)

F�ur den einfachen Fall der Drehung um eine Haupttr �agheitsachse ergibt sich einfach:

Trot =
1

2
Iω 2

5 Satz von Steiner

F�uhrt die Rotationsachse nicht durch den Schwerpunkt des Systems, muss der Tr �agheitstensor an diese

Situation angepasst werden.

Dazu betrachtet man den Tr �agheitstensor von einem anderen Koordinatensystem aus. Dieses hat seinen

Ursprung am Punkt O 0 , der um ~a vom Schwerpunkt S , unserem alten Ursprung, entfernt ist. Der Ab-

standsvektor f �ur Massenelemente im neuen Koordinatensystem transformiert sich somit zu: ~r 0 = ~r − ~a .

4


