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1 Parabelférmiger Draht

Auf einem parabelférmig gebogenen Draht (z = ar? = a(2? 4 y2),a = const),
der mit konstanter Winkelgeschwindigkeit wg um die z-Achse rotiert, gleitet
reibungsfrei eine Perle der Masse m unter dem Einflufl der Schwerkraft (siehe

Skizze).

Abbildung 1: Parabelférmiger Draht

a) Stellen Sie die Lagrange- und Hamilton-Funktion des Systems auf.
b) Leiten Sie aus beiden Funktionen die Bewegungsgleichungen des Systems her
und vergleichen Sie sie.
¢) Uberpriifen Sie, ob die Hamilton-Funktion der Energie entspricht und ob die
Energie erhalten ist.
d) Losen Sie das Problem fiir den Spezialfall wy® = 2ag



2 Kanonische Transformation
Die Lagrange-Funktion fiir ein geladenes Teilchen (Masse m = 1, Ladung e = 1)

in der g1 — go— Ebene, senkrecht zu einem homogenen Magnetfeld der Starke
B, lautet

1, . ) ) :
L= §(Q12+Q22+B(91Q2 — q241)) (1)

a) Zeigen Sie, dass fiir die Hamiltonfunktion des Systems gilt:

H(q1,q2,p1,02) = 501 + 2@2)2+ 2(p2 — Sq1)?.
b) Gegeben sei die Transformation

1 .
g = a(\/2P1SmQ1+P2)

p1 = %(\/ 2PicosQ1 — Q2)
@ = é(\/ 2P cosQ1 + Q2)
P2 = %(—\/ 2P sinQy + ) (2)

Bilden Sie die Poissonklammern {gi1,p1}¢,r und {q1,¢2}g p. Kann die Trans-
formation kanonisch sein?

¢) Wihlen Sie nuna = /B. Zeigen Sie, dass die Hamilton-Funktion, ausge-
driickt durch die neuen Variablen, H(q1,q2,p1,p2) =: ﬂ(Ql,QQ,Pl,PQ), die
Form H = wP; hat, und bestimmen Sie w.

d) Stellen Sie die kanonischen Gleichungen in den neuen Variablen auf und be-
stimmen Sie mit ihnen Q1 (), P1(t),Q2(t) und P»(¢) zu den Anfangsbedingungen
Pi(0) = 5%, Q1(0) = Q2(0) = P2(0) = 0

e) Bestimmen Sie ¢;(¢) und ¢2(¢), indem Sie die Ergebnisse aus d) in (2) einset-
zen. Welche Bewegung ergibt sich?

3 Phasenraum

Betrachten Sie einen Massenpunkt der Masse m, der sich unter dem Einfluss
der Gravitation auf einem senkrecht stehenden Ring mit Radius r frei bewegen
kann. Dabei sei ¢ der Auslenkungswinkel aus der Senkrechten (fiir ¢ = 0 befin-
det sich der Massenpunkt unten) und p der dazu konjugierte Impuls.

a) Stellen Sie die Hamilton-Funktion des Systems auf, der Nullpunkt des Po-
tenzials soll bei ¢ = 0 liegen.

b) Driicken Sie p(q) durch ¢ und E aus.

c) Zeichnen Sie p(q) im Phasenraum fiir £ < 2mgr, E = 2mgr und E > 2mgr.
Hinweis: Zeichnen Sie zunéchst die Trajektorie fiir £ = 2mgr und verwenden
Sie dabei das Theorem 1 + cos2z = 2cos?z .



Betrachten Sie im Folgenden nur kleine Auslenkungen aus der Ruhelage.

d) Welche Form nimmt die Phasenraumkurve fiir kleine Auslenkungen an? Be-
stimmen Sie auch die Periodendauer T und die Amplitude ¢4z (Pmaz), Wobei
Gmae die maximale Auslenkung und p,,4, der maximale Impuls sind.

e) Wir betrachten ein Ensemble von Massenpunkten, die sich, ohne miteinan-
der zu wechselwirken, in der N&he des Punktes ¢ = 0 bewegen. Zur Startzeit
befinden sich alle Punkte zwischen ¢ = 0 und ¢ = h, wobei h viel kleiner ist
als die Amplitude der betrachteten Schwingung. Aufierdem haben die Punkte
gleichméfig verteilte Impulse zwischen p = 0 und p = pg. Sie nehmen also im
Phasenraum eine Fliche von hpg ein. Zeigen Sie, dass die Punkte auch zur Zeit
t = Z die Fliche hpy einnehmen. Hinweis: Stellen Sie p(t) und ¢(t) als trigono-
metrische Funktionen dar.

4 Einzelne Rechenaufgaben

a) Ein Teilchen bewegt sich im zylindersymmetrischen Potenzial

,'n2 T3

Ur) =U(— + —3) (3)

To To
Wie lautet die Hamilton-Funktion? Welche Groflen sind erhalten?

b) Uberpriifen Sie, ob folgende Transformation kanonisch ist:

Q= arctan(d), P =307 +4°) @

c) Wie lautet die Hamilton-Funktion zu folgenden Energien

T = %(7’“2 +720?), U = % — bt? (5)

Ist die Energie erhalten und entspricht sie der Hamilton-Funktion?



