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1 Lineares dreiatomiges Molekiil

Losung

(a) Wir wéhlen als generalisierte Koordinaten die Auslenkungen der Massen aus
der Ruhelage. Dann gilt

T = mi; + Mij + mi3
U= k(zy — 1) + k(w3 — 29)?
= L =mi] + M3 + mis — k(g — 21)* — k(23 — 22)%

Mit der Lagrangefunktion kénnen wir die Euler-Lagrange Gleichungen aufstel-

len.
d (0L oL
S22 2 I k(g —
dt (8331) e 8331 (5171 $2)
d (0L oL
L2 = v I k(2w — a1 —
dt <8x2) 2 8:1:2 ( 2 1 1’3)
d (0L oL
Bl i RS 9k —
dt (8.1}3) s 81’3 ($3 33'2)
= mI; = —Qk}[E1 + 2k$2 + 0x3
= Mz, = 2kxy — 4kzo + 2]€$3
= mz, = 0xy + 2kxy + —2kx;3
m 0 0 21 2k =2k 0 1
—~ |0 M 0 o | + | =2k 4k =2k o | =0

(b) Die Eigenfrequenzen bekommen wir durch die Gleichung det(K — w?*M) = 0.

2k — w?m —2k 0
det —2k 4k — w*M —2k =0
0 —2k 2k — w?m

— (2k — w?m)[(2k — w’m)(4k — W M) — 8k?]
= (2k — w*m)[w*mM — (2kM + 4km)w?]

w(w%)(;( 4’“)

=w =0; wy=14/—; —
m m

+_7
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Die dazugehorenden Vektoren erhalten wir als Losungen des Gleichungssys-
tems (K — w?M)v = 0.

Fir w; = 0:
2k =2k 0 1 -1 0 1 0 -1
-2k 4k -2k —-10 -1 1] — (0 -1 1
0 -2k 2k 0O 0 0 0O 0 0
1
=u0=11
1

Diese Normalschwingung entspricht der parallelen linearen Translation aller

drei Massen.
2k

Fiir Wy = E:
0 —2k 0 101 —1
—2k 4k —2kX 2k — [0 1 0] —= @ = 0
0 —2k 0 000 1

Bei dieser Normalschwingung ist die mittlere Masse in Ruhe, und die beiden
auBeren schwingen gegenphasig.

Fir ws = 2—75—1-%:
—4km =2k 0 2m 1 0 -1 0 1
-2k —2kM 2k | >0 1 22| —>|0 -1 —22
0 —2k  —Akm 0 0 0 0 0 0
M
=>’l72: —2m
M

Die letzte Normalschwingung, entspricht einer Bewegung der mittleren Masse
in Gegenrichtung von den beiden anderen, die parallel schwingen.
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2 Tragheitstensoren

Losung

(a) Die Momente zu den Achsen in der Ebene des Quadrats sind offensichtlich alle
gleich. Die Atome haben die Koordinaten (5| & §|0). Also ist

a\ 2
IH = 122 =4m - (§> :ma2

o=t (§) + 3)) =ame

N O O

1 0
=T=mda’|0 1
00

(b) Die Stiftmine hat keine Trégheit um ihre eigene Achse (I;; = 0), weil der
Abstand aller Massen zur Drehachse null ist. Die Momente um alle zur Mine
senkrechten Achsen sind gleich (Symmetrie).

l
2 M 1
Iy =1I3= [ —2®de=—ml’
S A A T
1 000
0 01
(c) Die Symmetrien liegen hier wieder analog zum Quadrat. Wir integrieren in
Polarkoordinaten:
2w 1 4 7,,4
I —[22—/ / _ 7"51n2¢rd¢d7"——]\/[“ .
" v r2 —r?) 8 r2—r?

4
3 o z
]33 = / / 7“2 _ 7“ dgbdr — 7’2

(d) Der Vollzylinder hat dhnliche Symmetrieeigenschaften, wie die CD.

2T 1 1
]11—]22—/h/0 /0 WRQh(T2COS2¢+Z2) rd¢drdZ:ZMR2+_Mh2
2

12
(1)
1
I3 = / ) / / —5n ridedrdz = 5MR2 (2)
2
TMR?* + L MR? 0 0
=1 = 0 TMR*+ LMBR2 0
0 0 IMR?

2
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3 Zylinder in Kugelschale

Losung

(a) Fiir einen Hohlzylinder eignen sich logischerweise Zylinderkoordinaten.

h 27 M
= /o /0 27rRh(R2 sin® ¢ + R cos® ¢ + 2° — 2*)R dgdz = MR®.

(b) Offensichtlich gilt fiir die Geschwindigkeit des Schwerpunkts des Zylinders v, =
(R — a) - ¢. Andererseits gilt die Rollbedingung vs = w - a. Somit kénnen wir
alle wichtigen kinematischen Groflen durch ¢ ausdriicken:

= (R b w9

a a

Somit erhalten wir
_m s {2_1 o N22 1 2o (R—a 2‘2_
T_21)8—|—2w—2m(R a)¢ +2ma< " ¢° =
=m(R — a)*¢?

U=—mgz=—mg(R — a)cos ¢

= L =m(R — a)?¢* + mg(R — a) cos ¢
d (OLY o oL :
éa(a—é)—Zm(R—a)gb 90 mg(R — a)sin ¢

= 2m(R — a)p + mgsiné = 0

4 Hulla-Hupp-Reifen

LGésung

(a) Es ist sinnvoll zuerst den Tragheitstensor um den Schwerpunkt auszurechnen
und dann den Drehpunkt in den Aufhdngepunkt zu verschieben. Aufgrund der
Symmetrie gilt I;; = I33. Also konnen wir in Polarkoordinaten berechnen:

Ly =1 —/%ﬂ(ﬁ?sm?d)) Rolqb—iMR2 ~Lyp
neas el orR ~on T3

27 M
Iy = — R?. Rd¢ = MR
2 /0 SR RS
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1 00
=18 =MR*(0 2 0
0 01
0
Jetzt verschieben wir den Drehpunkt mit dem Vektor @ = | 0 | an den
R
Aufthéngepunkt und erhalten:
100 2 00
W =14+ MR*|0 1 0] =MR*|{0 3 0
000 0 01

(b) Aufgrund der Rotationssymmetrie des Systems um die z-Achse ist die z-
Komponente des Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie. Auflerdem bleibt noch die
Energie erhalten (Symmetrie in der Zeit).

(¢) Schwingungen um den Ursprung in xz-Ebene entsprechen einer Rotation um
die y-Achse. Sei ¢ der Drehwinkel um den Aufhidngepunkt. Wir kénnen die
Lagrangrangefunktion aufstellen:

1 . .
T =T = 5122¢2 = gMquﬁ? U=—MgRcos¢

_3 2 72 N3 2 72 ¢2
=>L—§MR¢ +Mchos¢~§MR¢ + MgR 1—?

d (0L . oL

— (=) =3MR? — =—MgR

dt (a¢) ¢ 0o glio

= =0
¢+3R¢

Die Losung dieser Differentialgleichung ist allgemein bekannt. Mit den An-
fangswerten kommt heraus, dass

B(1) = do cos (\/%s) |

5 Halbkugel auf Ebene

LOésung

(a) Offensichtlich ist es deutlich einfacher zuerst das Trégheitsmoment durch eine
parallel Achse durch den Ursprung zu berechnen und sie dann mit Satz von
Steiner zu verschieben. Wegen der Symmetrie diirfen wir die Achse beliebig in
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der Ebene des Querschnitts der Halbkugel wéhlen. Legen wir das Koordina-
tensysten, so dass die Symmetrieachse die x- Acshe ist.

M
]Z—/ / / RS(T sin? @ sin® ¢ + r?sin” § cos® ¢)r? sin § dfdedr =
i

M R ' 2
—7TR3/ / / sin® 6 d@dedr = WRg-?-QW-/ll—x dr =

2
=Z-MR?
5

Jetzt konnen wir davon den Steiner-Term abziehen und bekommen:

2 3 \> 83
IS —ZMR2 - M (2R) = 22 MR?
z 5 8 320

(b) Durch Kosinussatz im Dreieck AOS A erhalten wir den Abstand zwischen dem
Schwerpunkt und dem Auflagepunkt zu

2
d> = R* + <§R) —2R2~cos¢:R2 <§—§COS¢).

Also kriegen wir mit Satz von Steiner fiir den Trigheitstensor am Auflagepunkt

Iy =19 4 Md? = (g — %cos ¢>) MR?

(c) Die Halbkugeln bewegt sich ohne zu rutschen, d.h. der Auflagepunkt hat keine
Translationsenergie. Folglich
1 /7 3 - 1/7 3 ? -
T:— -5 M2-2%— - 1__ M2'2
2(5 4COS¢) B9 2(5 4( 2)) B¢
¢2

3 3
U= —gMchosgb ~2 —gMgR (1 - 3)

1 2 . 2
= L=3 2—2(1—¢—> MR2-¢2+§M9R(1—¢—>

2 8 2
~1
d (OL\ 13, oL 3
() = A
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. 15
:>¢+—£¢:0

26 R
2
Die Halbkugel fiihrt also einen Pendelbewegung mit w = %% durch.




