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Beispiel

Betrachten wir ein freies Teilchen (also U=0) in einer Dimension, so ist die Lagrange Funktion gleich der
kinetischen Energie.

L =
m
2

_x2 (19)

Es gilt: @L
@x = 0

Der Ausdruck @L
@_x = m _x ist also eine Erhaltungsgr•o�e. Dies ist gerade der Impuls des Teilchens. Wir

haben somit ganz allgemein den Impulserhaltungssatz best•atigt.

5.2 Noether-Theorem

•Uber Erhaltungsgr•o�en l •asst sich ebenfalls folgender fundamentaler Satz formulieren, der einige mecha-
nische Betrachtungen deutlich vereinfachen kann:

Noether-Theorem: Zu jeder Transformation, die die Lagrange-Funktion nicht ver•andert (kontinuierli-
che Symmetrie), geh•ort eine Erhaltungsgr•o�e und umgekehrt.

Zum Beispiel folgt die Energieerhaltung aus Invarianz der Lagrange-Funktion unter zeitlicher Translati-
on (L (t + �t ) = L (t)), aus Invarianz unter r •aumlicher Translation folgt Impulserhaltung und aus
Invarianz unter r•aumlichen Drehungenfolgt Drehimpulserhaltung.

Wir wollen nun das Noether-Theorem quantitativ angeben.
Dazu betrachten wir die allgemeine Transformation der generalisierten Koordinaten sowie der Zeit.

qi ) eqi = qi + � i (20)

t ) et = t + �' (21)

mit den beliebigen Funktionen  i und ' und einem in�nitesimal kleinen Parameter � .
Bleibt nun die Lagrange Funktion in den neuen Koordinaten invariant, gilt also L (qi ; _qi ; t) = L (eqi ; _eqi ; et),
so haben wir folgende Erhaltungsgr•o�e Q:

Q =
NX

i =1

@L
@_qi

 i + (
NX

i =1

@L
@_qi

_qi � L )' = const: (22)

Eine wichtige Folgerung des Noethertheorems ist die folgende Aussage:

@L
@t

= 0 ! E = T + U = const: (23)

Ist die Lagrange Funktion also nicht explizit zeitabh•angig, so ist die Energie eine Erhaltungsgr•o�e.

Beispiel

Gegeben sei wiederum ein freies Teilchen mit der Lagrange-FunktionL = m
2 _x2,

und der Transformation:
x ) ex = x + � (24)

anschaulich gesprochen variiert die Transformation diex-Koordinate. Dabei gilt  = 1 und ' = 0 in der
Notation von oben.

Nun schauen wir, ob die Lagrange-Funktion in der neuen Koordinate invariant bleibt.

L (ex) =
m
2

_ex
2

=
m
2

_x2 = L(x) (25)
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ω2M) = 0.

det

((
2k −k
−k 2k

)
− ω2

(
m 0
0 m

))
= det

(
2k − ω2m −k
−k 2k − ω2m

)
!

= 0 (25)

⇒ (2k − ω2m)2 − k2 = 0 (26)

⇒
3. Binomische Formel

(3k − ω2m)(k − ω2m) = 0 (27)

⇒ ω1 = ±
√

3k

m
; ω2 = ±

√
k

m
; (28)

3. Berechnung der Eigenvektoren (mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren)
Um die Eigenvektoren zu bestimmen, müssen wir für beide Eigenfrequenzen
jeweils das homogene lineare Gleichungsystem (K − ω2M)~v = 0 lösen.
Für ω2

1 = 3k
m

: (
−k −k
−k −k

)
→
(

1 1
0 0

)
(29)

⇒ v1 =

(
−1
1

)
(30)

Für ω2
2 = k

m
: (

k −k
−k k

)
→
(
−1 1
0 0

)
(31)

⇒ v2 =

(
1
1

)
(32)

Die berechneten Eigenvektoren beschreiben die Normalschwingungen, die das
System durchführt. Die erste Normalschwingung, beschrieben durch Vektor ~v1,
ist eine genau gegenphasige Schwingung beider Massen. Die zweite Normal-
schwingung (Vektor ~v2) ist eine gleichphasige Schwingung beider Massen in ei-
ne Richtung. Die beobachtete Gesamtschwingung ist die Mischung beider Mo-
den unter einem gewissen Mischungsverhältnis, abhängig von der anfänglichen
Anregung.

4. Aufstellen der Lösung
Da wir keine Anfangswerte haben, können wir die Lösung nur in der allgemei-
nen Form darstellen. Sie lautet:

~x(t) =
(
α1e

i
√

3k
m
t + β1e

−i
√

3k
m
t
)(−1

1

)
+
(
α2e

i
√

k
m
t + β2e

−i
√

k
m
t
)(1

1

)
. (33)
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