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1 Bahnkurve eines Massenpunktes

Aufgabe:
Ein Massenpunkt bewegt sich auf folgender Trajektorie:
7(t) = (acos(wt), bsin(wt), ct)
1. Skizzieren Sie die Bahnkurve.

2. Bestimmen Sie das Potential U, unter dessen Einfluss sich das Teilchen
der Masse m bewegt.

3. Bestimmen Sie die Gesamtenergie £ des Teilchens.

4. Bestimmen Sie Drehimpuls und Drehmoment des Teilchens (bezogen auf
den Ursprung) fiir ¢ = 0.

Losung:

1. Das Teilchen bewegt sich auf einer Spiralbahn um die z-Achse. In der xy-
Ebene vollfiihrt es eine ellipsenférmige Bewegung mit den Halbachsen a
und b, wihrend es sich zugleich mit konstanter Geschwindigkeit ¢ in posi-
tive z-Richtung bewegt.

2. Erinnerung: Definition des Potentials U als skalare Funktion, fiir die gilt:
—VU(F) = F(F) = mi*
Also: Bestimmung der Beschleunigung 7, dariiber Ermittlung der wirken-
den Kraft F , um daraus U zu gewinnen.

F(t) = (—awsin(wt), bw cos(wt), ¢)
F(t) = (—aw?cos(wt), —bw?sin(wt), 0)
= —w(t)
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. Gesamtenergie des Teilchens:

E = T+U=2F+U=20"+52+ )+ U
= %( 2% sin? (wt) + b*w? cos?(wt) + ) + U
= %(a%ﬂ(l — cos?(wt)) + b?w?(1 — sin?(wt)) + ) + U
_ %(azoﬂ — 02?4 b2 - wiy? +c2) + %uﬂ(xz +y2)
_ %(azoﬂ + 02w + )
. Drehimpuls:
a cos(wt) —aw sin(wt)
L = 7xp=m]| bsin(wt) | x bw cos(wt)
ct c
0
c;O m O
abw cos? (wt) 4 baw sin’(wt)
=  mabwé,
Drehmoment: .
D=L=0
Anmerkung:

Dass es sich beim Drehimpuls um eine Erhaltungsgréffe handelt, hétte
man auch ohne Rechnung erkennen kénnen, da das betrachtete Potential
U(7) = U(z? + y?) nur vom Abstand x? + y? zur z-Achse abhingt und



damit rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse ist. Aus dem Noether-
Theorem (wird in einer der folgenden Vorlesungen wiederholt) folgt daraus
die Erhaltung der Projektion des Drehimpulses auf die z-Achse. Und da
fiir ¢ = 0 die Bewegung in der xy-Ebene stattfindet, hat der Drehimpuls
wegen I_;J_F(t) nur eine Komponente in z-Richtung, womit der gesamte
Drehimpuls eine Erhaltungsgrofe ist.

2 Energieerhaltung
Aufgabe:

Ein beliebiges Potential U(7,t) ist invariant gegeniiber zeitlichen Verschiebun-
gen, d.h.:
U(F,t)=U(rt+a),VaeR

Zeigen Sie, dass die Gesamtenergie E eines Massenpunktes in diesem Potential
eine Erhaltungsgrofe ist.

Losung:

Als erstes betrachten wir die zeitliche Anderung des Potentials:

d__ S 0
gU(r,t) = VU(r,t)~r+aU(r,t)
= FUF) 7t lim LN U@
h—0 h

VU(Ft) - F

Daraus ergibt sich fiir die Zeitableitung der Energie:
d d m-2
g = 2
dt a2
= 7 (mF+ VU 1) =0

+U(Ft) =mr-F+ VU t) - T

3 Bewegung in einem allgemeinen radialsymme-
trischen Potential

Aufgabe:

Ein Teilchen der Masse m bewege sich unter Einfluss des allgemeinen Zentral-
potentials



wobei Ac > 0, A # 0 und zugleich A < 2.

1.
2.

Wie lautet das zugehorige effektive Potential Usg (7)?

Finden Sie die Beziehung zwischen Radius und Drehimpuls, fiir die sich
das Teilchen auf einer stabilen Kreisbahn mit Radius o bewegt. Sie kénnen
ohne Beweis vorraussetzen, dass Ueg(r) bei geeigneten Energien gebunde-
ne Bewegungen erlaubt.

Zeigen Sie explizit, dass man fiir die Kreisfrequenz wq eines Umlaufs auf
dieser Kreisbahn folgenden Ausdruck erhélt:

cA

T2
mrg

wo =

. Betrachten Sie nun zusétzlich zur Kreisbewegung kleine Schwingungen um

die Kreisbahn in radialer Richtung.

Wie lautet das effektive Potential fiir diese radiale Bewegung im Fall klei-
ner Schwingungen? Fiihren Sie dazu eine Taylorentwicklung von Ueg(r)
bis zum ersten kinematisch relevanten Term durch.

. Leiten Sie den Zusammenhang zwischen der Kreisfrequenz der radialen

Schwingung wgr und wy her.

. Welche Beziehung muss A erfiillen, damit sich trotz kleiner radialer Schwin-

gung periodische, geschlossene Orbits ergeben?

. Diskutieren Sie das Verhéltnis ‘:}—R fiir den Fall des Coulomb-Potentials

und fir den Fall das harmonische;)l Oszillators.

Losung:

1.

Zur Erinnerung: Das effektive Potential wurde folgendermafsen definiert:

E = Zey D2 iu)
2 2
L:Er2q.5 @ .9 2
= 57 —l—2mr2+U(r)
= iU
2
In unserem Fall ergibt sich:
L2
Ueff (T') = W + U(T)
_ e
o 2mr? A



2. stabile Kreisbahn mit Radius rq < Uy hat Minimum bei rg

d L? e !
= &Ueﬁ(T)Z—W+T)\+1 = 0
= L2 L emr® = 0
L2
2
= =
" Aem
L2 ﬁ
= =
"o (Amc)
L} = r2ame

Ueg erlaubt gebundene Zustinde < Ue.g besitzt ein lokales Minimum
Uesr besitzt nur ein lokales Extremum bei rg = Uesg hat Minimum bei rg

3. Die Kreisfrequenz wqg erhélt man iiber den Drehimpuls L = mr2<75 der
Kreisbewegung:
Lj

2 12
w = (ZS =
0 0 m2ré

2= Ame Ac

= — =
m27"0 mr(’)\+2

0.Ewp>0 )\C
= wo = i
mro

4. Fiir betrachten kleine Abweichungen vom Kreisbahnradius r —rg und fiih-
ren dafiir eine Taylorentwicklung des effektiven Potentials Ueg bis zum
“ersten kinematisch relevanten Term”, also bis zur zweiten Ordnung durch:

d r—rg)? d2
Uet(r) = Ues(ro) + (r —r0) - EUEH(T()) + (TO) : @Ueﬁ(ro)
(r—mg)? d2
= Ueff(TO) + T . @Ueﬁf(ro)

Fiir die zweite Ableitung von U.g an der Stelle rg erhdlt man:

d? 3L (A +1)Ac
—U, - 0
dr2 i(ro) mr 7,,())\“1’2
3 M me - (At DAe
N mrg rot?



3¢ (A+1)Ac

2 A2
To To

(2=XN)Ae

2
To

Fiir die Taylorentwicklung von Ueg ergibt sich damit:

(r—70)% (2—=X)Xc
2

Ueﬂ”(r) - Ueff (7"0) +

. Um einen Zusammenhang zwischen der Winkelgeschwindigkeit der Kreis-
bewegung wy und der Winkelgeschwindigkeit der radialen Schwingung wg
herstellen zu konnen, miissen wir uns erst einmal {iberlegen, was wir un-
ter wgr zu verstehen haben. In der vorhergehenden Teilaufgabe haben wir
das effektive Potential um ein Minimum bis zur zweiten Ordnung entwi-
ckelt. Dadurch erhélt man allgemein wie auch in unserem speziellen Fall
ein harmonisches Potential, das zu einer harmonischen Schwingung des
Massenpunktes um das Potentialminimum fithrt, denn:

d
mit + — U ()

= 0
dr
2
m7'°'+(r—r0)-@Ueff(ro) =0
. 2—A)Ae
mr—i—(r—?‘o)'% =0
To
Substitution: £ =r — rg
- 2— X)X
= m£+£'(7,T2):0
0

Nach Vorraussetzung gilt A\¢ > 0 und A < 2, wir konnen also setzen:

wi = %% Damit erigbt sich fiir die kleine Auslenkung £ aus dem

Kreisbahnrgldius ro die Differentialgleichung fiir den harmonischen Oszil-
lator:

E+whs = 0
= &(t) = Acos(wgrt) + Bsin(wgrt)

Damit kénnen wir nun den gesuchten Zusammenhang zwischen wg und

wp angeben:

(2—X)Ae

WR 7nr(>,‘+2

wo Ac
mrg +2



6. Damit sich geschlossene, periodische Orbits ergeben, muss sich das Teil-
chen nach regelméfigen Abstdnden wieder am selben Ort befinden. Dazu
muss es eine Zeitspanne geben, nach der sowohl die Kreisbewegung mit
wo als auch die radiale Schwingung mit wg synchron an ihren Ausgans-
punkt gelangt sind, denn dann befindet sich das Teilchen insgesamt wieder
an seinem Ausgangsort. Die Kreisbewegung befindet sich nach der Zeit

2T

n-Ty =n- Soon € N wieder in ihrem Ausganszustand, fiir die radiale

Schwingung ist das nach der Zeit k- Ty = k - 5—“, k € N der Fall. Wir
suchen nun eine Zeit, nach der beide Bedingungen erfiillt sind, fiir die also

gilt:
nTO = kTR
WR n
= — = =
wo k
= V2—X € Q

7. Fiir den harmonischen Oszillator (A = —2) erhélt man &f = 242 =2
= Die radiale Schwingung oszilliert doppelt so schnell wie die Kreisbewe-
gung, nach zwei Perioden der Kreisbewegung befindet sich der Massen-
punkt wieder an seinem Ausgangsort.

Fiir das Coulomb-Potential (A = 1) erhélt man 25 =2 —-1=1

= Radiale Schwingung und Kreisbewegung finden mit derselben Winkel-
geschwindigkeit statt, die Periode der Bewegung entspricht derjenigen der
ungestorten Kreisbewegung.

4 Bewegung in einem speziellen radialsymmetri-
schen Potential

Aufgabe:

Ein Massenpunkt der Masse m bewege sich in folgendem Zentralpotential:

U(r):—r—z,a>0

1. Wie lautet die Energie E des Teilchens?

2. Unter welchen Bedingungen kann der Massenpunkt das Zentrum des Po-
tentials (r — 0) erreichen, wenn sein Drehimpuls L # 0 ist? Welche Be-
sonderheit ergibt sich fiir den Fall L? = 2ma?

3. Wir betrachten nun den Fall ins Zentrum eines Korpers, der sich zum Zeit-
punkt ¢ = 0 im Abstand r(¢t = 0) = rg befindet und keine Radialbewegung



besitzt (7(t = 0) = 0). Sein Drehimpuls L # 0 erlaubt ihm, das Zentrum

. . .. 27 . . .
zu erreichen. Die Abkiirzung A = —% kann hilfreich sein.

(a) Berechnen Sie die dafiir bendtigte Zeit und weisen Sie damit nach,
dass diese endlich ist.

(b) Zeigen Sie, dass allerdings die Winkelgeschwindigkeit und auch die
Geschwindigkeit des Teilchens fiir » — 0 gegen Unendlich gehen.

Losung:

1. Fiir die Energie des Teilchens erhélt man:

m L?
E = U
2 At 2mr? +U(r)
_ T,,;Q_i_ L? _g
) 2mr?  r2
= %7:‘2+Ueff(r)

2. Um die Frage, unter welchen Bedingungen der Massenpunkt das Zentrum
erreichen kann, zu beantworten, betrachten wir das effektive Potential

Uet(r) = L=2ma it [ # 0 (Skizze!):
Fiir L? — 2ma > 0 ergibt sich Ueg(r) — oo fiir 7 — 0, ein Sturz ins Zen-
trum ist in diesem Fall wegen E = Ueg (r) nicht moglich. Fiir L2 —2ma < 0
dagegen erhilt man Udg(r) < 0Vr und Ug(r) — —oo fiir r — 0. In die-
sem Fall fiihrt stiirzt der Massenpunkt also ins Zentrum, da er fiir jeden
Abstand r in Richtung des Zentrums beschleunigt wird (an jeder Stelle
gilt: LUq(r) >0 =mit = —LUgp(r) <0).

Fiir den speziellen Fall L? = 2ma verschwindet das effektive Potential.
Damit ist der “radiale Impuls” des Teilchens ms konstant, das Teilchen
stlirzt entweder mit konstanter Radialgeschindigkeit 7 ins Zentrum oder
entfernt sich mit konstantem 7 vom Zentrum.

3. Fall ins Zentrum = L2 —2ma <0 = A\ = _L?~2ma >0

2m

(a) Fiir die (konstante) Energie des Teilchens erhilt man iiber Betrach-
tung des Zeitpunktes ¢ = 0:
E = 2t =0)+Ues(ro)
L? — 2ma
2mr3

= —— <0
2
0



Uber die Energie zu einem beliebigen Zeitpunkt lisst sich nun die
Formel zur Berechnung der Zeitdauer herleiten:

B = 2+ Uu(r)
2 dr
F = S (E-TU. ==
= 7 —(E—=Uen(r)) = 4
= dt = dr

41/ 2 (B — Uwg(r))

Fiir die Dauer At des Sturzes ins Zentrum vom Ausgangspunkt r(t =
0) = ro aus berechnet man (das Vorzeichen von 7 ist hierbei negativ,
da das Teilchen seinen Abstand zum Ursprung verringert):=

dx

0 dz A
| _\/m/ 2 (5 V(o)

" dx re dx
B /TO roxdx
Substitution: u = z? = du = 2zdz = dz = 9%

2x
At To\/m

/ du
2v2X Jo ri—u
2
ro\/m 5 ]TO
= —24/1r5 —u
2v/2) { 0

= TO\/T (04 4/r2)

At =

0

9

(b) Drehimpulserhaltung:

L= mrQQ.S = const

: L
= ¢p=—5 —oofirr —0
mr

Energieerhaltung:

E = %7'“2 + Ues (1) = const



= = 2 (B Ualr)) = (B~ (~0)) = oo fiirr =0

5 Gravitationsfeld der Erde
Aufgabe:

Ein Korper der Masse m bewegt sich ausschliefllich radial im Gravitationsfeld
der Erde (Radius R, Masse M)..

1. Wie lauten die Gravitationskraft und das Gravitationspotential, die auf
den Korper im Abstand r vom Erdmittelpunkt wirken.

2. Geben Sie die Gesamtenergie des Korpers im Gravitationsfeld an. Die
Anfangsgeschwindigkeit des Korpers in seinem Startpunkt auf der Erd-
oberflache sei vg. Wie grofs ist seine Geschwindigkeit v in Abhingigkeit
des Abstandes r vom Erdmittelpunkt?

3. Wie groft muss die Anfangsgeschwindigkeit vy mindestens sein, damit der
Korper das Gravitationspotential der Erde {iberwinden kann?

4. Wie lautet der Zusammenhang zwischen Gravitationskonstante G und der
lokalen Gravitationsbeschleunigung g an der Erdoberflache?

5. Die International Space Station kreist in einer Umlaufbahn ca. d = 350 km
iiber der Erdoberfliche (R = 6400 km). Wie grof ist dort in etwa die lokale
Gravitationsbeschleunigung grss im Vergleich zu g auf der Erdoberflache?
Weshalb spricht man trotzdem von Schwerelosigkeit?

Losung:

1. Wenn man den Ursprung des Koordinatensystems in den Erdmittelpunkt
legt, ergibt sich fiir die Gravitationskraft auf den Kérper am Ort 7
mM T
= F
r2 r () T

,,:‘

F(f) = -G

Das radialsymmetrische Gravitationspotential lautet demnach:

M
U(r) = -G~
r
Kontrolle:
- d 8 mM 7 S
-VU(r) = —gU(r) =-G e F(7)
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2. Da er nach Vorraussetzung nur radiale Bewegungen ausfiihren soll, lautet
die Gesamtenergie E des Korpers:

E = T+U(r)
_ ﬁfQ—GmM
2 r

Die Geschwindigkeit v(r) in Abhéngigkeit des Abstandes zum Erdmittel-
punkt erhélt man iiber die Energieerhaltung:

m mM
FEF = EUS—GT:COHSt
_omog mM
= 2v(r) G "
moay o~ M2 1 1
= 21} (ry = 2v0+GmM(T R)
= o) = \/ +oamt - Ly
v(r) = o TR

(Das Vorzeichen von v(r) = 7(r) ist positiv, weil wir davon ausgehen, dass
sich das Teilchen nicht in die Erdoberfliche hineinbewegt...)

3. Auferhalb des Gravitationspotentials der Erde, also fiir r — oo betréigt die
potentielle Energie des Teilchens U(r — oo) = 0. Damit sich das Teilchen
dort aufhalten kann, muss es also wegen F 2 U.g eine positive Energie
besitzen. Nach Energieerhaltung muss also auch am Startpunkt auf der
Erdoberfliche gelten:

m mM
B=u-Gp 20
m mM
= — > G——
'Uo = R
2GM
- oz
4. Auf der Erdoberfliche gilt:
mM
M
- 90
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5. Auf der ISS gilt:

mM
F(R+d) = —mgies = G
(R+d) mgi G(R+d)2
2
L gss B
g (R+d)?
g1sS R?
- ISP 09
g (R+d)?

Die Raumstation nutzt bei ihrer Umkreisung der Erde die Gravitations-
kraft als Zentripetalkraft. Im Bezugssystem eines Besatzungsmitgliedes
auf der ISS wirkt daher noch die Zentrifugalkraft, die stets radial vom
Mittelpunkt der Kreisbahn, dem Gravitationszentrum, wegweist und die
Schwerkraft damit genau kompensiert. Deswegen ist es berechtigt trotz ei-
ner noch sehr hohen Gravitationsbeschleunigung giss von Schwerelosigkeit
zu sprechen.
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