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Ubung 3 - Lésung

1 Drehimpulsoperatoren bei Spin-Bahn-Kopplung

Bei Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung lautet der Hamiltonoperator des Was-
serstoffatoms

H=Hy+TS- L (1)

Dabei ist Hy der ungestorte Hamiltonoperator ohne Spln—Bahn Kopplung und I' die
Spin-Bahn-Kopplungskonstante. Zeigen Sie, dass weder L, noch S, mit H kommutieren.

Hinweis: Benutzen Sie die allgemeingiiltige Kommutatorrelation
[A, BC|] = B[A,C] + [A, B]C
Beweis:

BIA,C] + [A, BIC' = B(AC — CA) + (AB — BA)C' = ABC — BCA = [A, BO|

LGsung f)z und S'Z kommutieren mit f[o. Wir miissen deshalb folgende Kommutatoren
auswerten

[L.,S- 1] 5., 8- L]
[L.,S-L]=[L.,S;Ly + SyL, + S.L.] =
= [L.,SyL.) + L., S,L,) + [L.,S.L.] =
= S,[L., L) + [L5]L, + S, (L., L] +[;/,Sﬁﬁy + S ]+ 5L, =



b) L, und S, sind somit keine ErhaltungsgroBen mehr. Fiir S2 und L? gilt allerdings
immer noch

(52, H] = [L? H] =0

Zur Beschreibung des Zustands fithrt man den Gesamtdrehimpuls J = L + S ein.

b) Zeigen Sie zunéchst, dass J in der Tat ein Drehimpulsoperator im Sinne der Quan-
tenmechanik ist, das heifit, dass die Komponenten von J den fundamentalen Vertau-
schungsrelationen geniigen

ihy = [J,, J.]
ihd, = [J., J,]

A

ihd, = [Jy, J,]

>

Es geniigt eine der Relationen explizit zu beweisen.

Zeigen sie dann, dass mit dem so definierten Gesamtdrehimpuls J, und J? mit H kom-
mutieren. J? und J, sind somit wieder ErhaltungsgréBen und eignen sich deshalb zur
Beschreibung des Systems bei Spin-Bahn-Kopplung.

LGsung



2 Hyperfeinstruktur im starken Magnetfeld

In einem Atomstrahlexperiment wird ein Strahl von **Na(?S/,)-Atomen durch ein star-
kes, inhomogenes Feld B geschossen (Paschen-Back-Bereich). Was passiert mit der Kopp-
lung von I und J zu F'?7 Man beobachtet, dass der Strahl in acht Teilstrahlen aufspaltet.
Wie grof} ist die Zusatzenergie AE? Wie grof§ ist die Kernspinquantenzahl i von *Na?
Skizzieren Sie schematisch die Aufspaltung.

Losung Der Kernspin I und der Gesamtdrehimpuls J werden durch das starke Feld
entkoppelt. Die Kopplung von L und S bricht erst bei viel starkeren Magnetfeldern auf.
Die Quantisierungsachsen von I und J richten sich deshalb unabhéngig voneinander
langs der Magnetfeldrichtung aus. Fiir die Energie im Magnetfeld gilt deswegen véllig
analog zum normalen Zeeman-Effekt

AFE = gjugm;B — gipxm; B

wobei zu beachten ist, dass das magnetische Moment des Kerns wegen der positiven
Kernladung positiv ist. Aus der Aufgabenstellung wissen wir, dass j = % ist. m; kann
deshalb nur die zwei Werte i% annehmen. Da acht Teilstrahlen beobachtet werden,
muss m; vier verschiedene Werte besitzen. Die magnetische Quantenzahl besitzt 2i + 1
verschiedene Werte. Somit gilt fiir den Kernspin ¢ = %
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Abbildung 1: Hyperfeinstruktur von Na im starken Magnetfeld. Durch das starke Feld
entkoppeln J und I. Da m; zwei Werte (%, —%) und m; vier Werte anneh-
men kann, spaltet das 251/2 Niveau in 2 -4 Unterniveaus auf. Die Aufspal-

tung im Bild ist nicht maflstabsgetreu gezeichnet.



3 Aufspaltung im Magnetfeld

a) Skizzieren Sie die Aufspaltung im Magnetfeld eines p und eines d-Niveaus, wobei der
Spin vernachléssigt werden soll, und beschriften Sie die Unterniveaus mit den jeweiligen
Werten der magnetischen Quantenzahl m. Wie grof§ ist diese Aufspaltung? In wieviele
Unterniveaus zerfillt ein Niveau mit gegebenem [7

Losung Beim normalen Zeeman-Effekt (S vernachléssigt) zerfillt ein Niveau mit gege-
bener Quantenzahl [ in 2/ 4+ 1 dquidistante Unterniveaus. Der energetische Abstand der
Unterniveaus betragt

AE:/LBB

Abbildung 2 zeigt die Aufspaltung eines p (I = 1) und eines d-Niveaus (I = 2).

b) Wieviele unterschiedliche Linien sind beim Ubergang von einem d-Niveau in ein p-
Niveau zu beobachten? (Berticksichtigen Sie die relevante Auswahlregell)

Losung Nicht alle moglichen Ubergénge zwischen den Niveaus sind erlaubt. Fiir elek-
trische Dipoliibergéinge gelten folgende Auswahlregeln:

Am =0,+1
Al = +1
(As =10)

Die erlaubten Ubergiinge sind in Abb.“2 eingezeichnet. Da die Aufspaltung dquidistant
und unabhéngig von [ ist, haben alle Ubergéinge mit gleichem Am die gleiche Energie.
Deshalb beobachtet man nur drei Spektrallinien (Am = —1,0,1).

c¢) Bei Emission parallel zur Richtung des Magnetfeldes beobachtet man zirkular polari-
sierte Strahlung, senkrecht zur Feldrichtung dagegen linear polarisierte Strahlung. Wie
erkldren Sie das Auftreten unterschiedlicher Polarisationtypen und die Richtungsvertei-
lung der Emission?

Losung Das Auftreten unterschiedlicher Polarisation ist eine Folge der Drehimpulser-
haltung. Bei einem Dipoliibergang gilt wegen der Auswahlregel fiir m

AL, =0
oder
AL, = +h
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Abbildung 2: Normale Zeeman-Aufspaltung des p und d-Niveaus in einem dufleren Ma-
gnetfeld. Man beobachtet unabhéngig von [ immer 3 Spektrallinien mit
je nach Beobachtungsrichtung unterschiedlicher Polarisation. Gross, Vor-
lesung Experimentalphysik 4, 2003]

Der Gesamtimpuls des Systems muss bei der Emission erhalten bleiben. Ein zirkular
polarisiertes Photon besitzt einen Drehimpuls £A. Ein linear polarisiertes Photon kann
als Uberlagerung aus einen links- und einem rechtszirkular polarisierten Zustand be-
schrieben werden. Deshalb verschwindet der Erwartungswert seines Drehimpulses.

Aus diesen Uberlegungen folgt, dass wir fir Am = +1 zirkular polarisierte Strahlung
und fiir Am = 0 linear polarisierte Strahlung erhalten.

Die Richtungsabhéngigkeit der Polarisation ergibt sich wie folgt:

Der Drehimpuls des Photons zeigt in Ausbreitungsrichtung. Nach obigen Uberlegungen
besitzt zirkular polarisierte Strahlung wegen AL, = 4+h einen Drehimpuls der ldngs der
z-Richtung (Magnetfeldrichtung) zeigt. Die Ausbreitung erfolgt deshalb parallel zum
Magnetfeld.

Fiir Am = 0 kann man zeigen (siche z.B. Grof}, Vorlesung Experimentalphysik 4, 2003,
Kapitel 6.4), dass die Abstrahlcharakteristik der eines in Feldrichtung schwingenden Di-
pols entspricht. Ein Dipol emittiert in Schwingungsrichtung (hier die z-Richtung) keine
Strahlung. Das erklidrt das Fehlen linear polarisierter Strahlung parallel zur Feldrich-
tung. Senkrecht zur Schwingungsrichtung emittiert der Dipol Strahlung, die linear in
Feldrichtung polarisiert ist.

Man beobachtet jedoch zusétzlich linear polarisierte Strahlung senkrecht zur Feldrich-
tung deren Polarisationsrichtung um 90° gedreht ist. Dies wird klar wenn man bedenkt,
dass zirkular polarisierte Strahlung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung linear polarisiert



erscheint (siche Abb. 3)
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Abbildung 3: Eine zirkular polarisierte elektromagnetische Welle, die sich in z-Richtung
ausbreitet, bei Betrachtung parallel (links) und senkrecht (rechts) zur Aus-
breitungsrichtung. Senkrecht zur z-Achse gesehen, scheint die Welle linear
polarisiert.



