Ferienkurs Analysis 3 - Probeklausur - Musterlosung

Ralitsa Bozhanova, Max v. Vopelius

12.08.2009

1 Elementare Losungsmethoden

Gegeben ist die DGL

Es sei f(x,y) = 22 — 9%, g(z,y) = 22y und = > 0,y > 0.
In dieser Aufgabe ist jeweils nur eine Antwort richtig!

(a) Aus welcher Ungleichung kann man schlieflen, dass die DGL nicht exakt ist?
(D0f#09 Douf#-0y9 D0f#0g O 0,f#-0sg )
(b) Welche Gleichung muss ein integrierender Faktor h(x) erfiillen
O h(Oyf —0z9) =hg O 0 (hf)=0y(hg) O hoyf =h0,g O W09 =ho,h
(c) Welche der folgenden Funktionen sind integrierende Faktoren fiir die DGL?
Oh(z)=-2 Oh(z)=% Ohe)=% Oh(x)=-Llogz
(d) Fiir welche Funktion gilt V' (z, y(z)) = const, falls y(z) eine Losung der DGL ist?

2 2 2

0 V(z,y) = =+

x

2.2 z?
O Vi) =22 O V(ey) =a(? - 32%) O Viey) = 22

x

(e) Welche der folgenden Funktionen y : (0,1) — R ist eine Losung der DGL?

Oylz)=z(1—-2) Oylx)=va2—a2 Oy@)=z@@2+1) ODy@@)=x+V/1-2

2 Potenzreihen

Gegeben ist die Funktion f : R — C, die die lineare Differentialgleichung erster Ordnung




2 POTENZREIHEN

mit einer Konstante b € C erfiillt. Gehen Sie davon aus, dal die Losung f in einer Umgebung

f1@) = fo
f0) =

von (0 in eine Potenzreihe entwickelbar ist, d.h

)= cnt”
n=0

b(1 — %)

a) Welche Werte nehmen die ersten vier Koeffizienten an?

O cg=1 c1=0

O =1 cg=-b c=
O cg=1 c1=b cp=

O cg=1 c1=-b cy

H1-)
b=
=30~

b) Welche Rekursionsgleichung erfiillen die Koeflizienten fir [ = 2,3, ...

1
DCl-|-2=l+—2cl
1-b
eyo = 12
1
Uecorpr = T
1
Dcl+1:l+1cl

c) Welche explizite Darstellung der Koeflizienten trifft fiir b = 0 zu?

1

ey = —
2=

1
DCQl = 2l_l'
Oegipr =1

Oegp1 =0

leN

leN

leN
leN
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d) Geben Sie den Konvergenzradius R der so bestimmten Potenzreihe an.

OR=0
OR=2
UR =00
UOR=1
3 Linearisierung
Gegeben ist die DGL
¥ =oad+ o 1, acR
N cosh(z) 7’

(a) Schreiben Sie die Gleichung als System 1. Ordnung der Form § = F(y) mit y € R? und
F : R? — R?. Wie lauten der Fixpunkte des Sytems?

O (=,0) O (0,0) O (0,1) 0O (0,2m)
(b) Wie lautet die Linearisierung von F' am Fixpunkt?
)= (o) =(a) =0
(c) Wie lauten die Eigenwerte der Linearisierung?
O {0,1} O {1,a} O{-1,1} O {0,a}
(d) Von welchem Typ ist der Fixpunkt?

instabil fir alle o € R

O

O rein elliptisch fir a =0
O stabil fir alle a > 0

d

rein hyperbolisch fiir alle o € R

4 Fourier-Integrale

Gegeben ist die Funktion :

1fir0o < z <1
-}
0 sonst
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mit der zugehorigen Fourier-Transformierten f(k) = \/%7 [ e f(z)da
(a) Welchen Wert hat [ |F(k)|2dk ?
O+ D1 00 Ovar 0,/2

(b) Welche Beziehung gilt fiir k # 0

N sin Yy e'* sin ry etk 7 —e ik
O f(k) = A= O f(k) = =250 0 f(k) = A= O fk) = 415

(c) Welches ist der Graph von f * f (Faltung)?

0 0 0
I\ /\ 11
- Y i £ A o« 8 1 S = | $ A
0 0 O
| | 1\
-1 0 I S K e i Tk = & | : &

(d) Wie lautet die Fourier-Transformierte von f x f als funktion von k
O V2r|f(k)2 O Verfk)f(—k) O V2rf(k)? O V2rf(2k)
(e) Seinun g(z) = af(axr). Wie lautet die Fourier-Transformierte g(k) fiir a > 0

O g(k) = f(¥) O gk) =e*f(k) Ogk)=aflak) O g(k)=af()

5 Holomorphie

Verwenden Sie die Taylorentwicklung im Entwicklungspunkt 2 = 0 von log(1 + z),z € R, und den
Identititssatz, um zu zeigen, dass der Hauptzweig des Logarithmus log auf B = {z € C||z — 1] < 1}

mit der Potenzreihe
- (_1)n—1 n
Z —(z-1)

n
n=1

iubereinstimmt.
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6 Wegintegral

Sei v ein Weg in der komplexen Ebene, der einmal den vollen Kreis um den Ursprung vom Radius

R > 0 im Uhrzeigersinn durchlaufe. Berechnen Sie das folgende Wegintegral

/dzlmz
.

7 Residuen

Gegeben ist die Funktion
£(2) 1+=2
)= —
22(1 — 22)2

(a) Wie grof} ist das Residuum von f an der Stelle z = —17

1 m 1 1
D§ D? DZ 0o D4_7ri

(b) Wie lautet der Standardansatz fiir eine vollstdndige Partialbruchzerlegung von f?

A B C D
Df(z):;+z_2+2271+(2271)2+E
A B c D

Ofz)=24+2 4+ 2
/@) z+22+zfl+(271)2
A B c D E
Of(z)=2+2
/@) z+22+zfl+(271)2+z+1
B D E
Of(z) = = + —— +

z (z—1)2 z+1

(¢) Wie lauten die ersten Terme der Laurent-Entwicklung von f um z = 1 mit den Konstanten
auf (b) und geeigneten My, My € C

C D 1
Df(z):MO+Z—1 + (271)2 + (271)3 + ...
Df(z) = D Jri +M()+M1(Z+1)...

EESERES
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(d) Wie lautet eine Integraldarstellung von dem in (c¢) definierten My?

O M, = 1) 4. O My = — / £,

ootmy 2= 1 2mi Jysmajmg 2 -1
1

oMy = 1 G-1Gd: OMo= [ (1P
2mi J)oq)=1 l2—1]=3

(e) Wie lautet eine differentielle Darstellung von dem in (c) definierten Mq?

d 1 &2
OMo = (= 1°/()| OMo= 5o am (== DE)|
3 1
DMO = 5@(2 — 1)3f(2) = O MO = §d2d22(2 — 1)2f(2) -

8 Hilbertraume und beschrinkte Operatoren

(a) Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

In einem normierten Vektorraum gilt das Parallelogrammgesetz.
Ein normierter Vektorraum ist ein Prahilbertraum, falls das Parallelogrammgesetz gilt.

In einem Prahilbertraum gilt die Polarisationsidentitat.

[ I R N R

In einem normierten Vektorraum gilt die Polarisationsidentitét.

(b) Sei A ein beschrankter Operator auf dem Hilbertraum H. Welche der folgenden Aussagen
ist richtig?
O [lAll = sup [(¢, Ad)|
1v[l=1
O A ist unitér, falls (Ay, Ap) = (¢, @) fiir ein ¢ € H und ein p € H
A ist hermitesch, genau falls ¥, Ap) = (A1, ) fir alle ¥, € H
0 dimA <1, falls A eine orthogonale Projektion ist.

O

(c) Sei A ein Multiplikationsoperator auf L?(R) der Form (Aw)(x) = V (x)y(x) mit V € C(R, C).



9 NORM EINER ORTHOGONALEN PROJEKTION 7

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

A ist beschrankt, falls |V (z)| < ¢ fir ein ¢ >0
A ist hermitesch, falls A beschrankt ist und Im V' = 0.

A ist unitar.

O O o O

A ist eine orthogonale Projektion.

(d) Sei B der Operator der Verschiebung auf [2(Z) der Form (B%),, = ¢,,_1. Welche der folgen-

den Aussagen sind richtig?

|B*[| = [IBl|
B ist hermitesch.
B ist unitér.

1Bl <1

0 I N A

9 Norm einer orthogonalen Projektion

Sei P # 0 eine orthogonale Projektion auf dem Hilbertraum H. Beweisen Sie, dass ||P|| = 1.



