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1 Residuen

f(2)

(a) Sei U C C offen, f : U — C holomorph und a € U. Wie lautet das Residuum von roay IR

a?

(b) Sei U C C offen, f,g: U — C holomorph und a € U mit g(a) = 0 und ¢’(a) # 0. Zeigen Sie,

dass
Res, (f) = f/(a)
9/ ¢
(¢) Bestimmen Sie alle Residuen von f(z) = ﬁ Wie lautet die Partialbruchzerlegung von
f?

(d) Wie lautet das Residuum von cot z und sin (1) bei 07

Losung:

(a) f kann als Potenzreihe geschrieben werden:

= Laurententwicklung fiir g(z) = =2

g(Z) = Z fn+l(z_a)n

n>—1

— Resq g = fo = f(a)

(b) h(z) := (z(_;;) ist beschrinkt in einer Umgebung von a, da lim,_,, Z(—i = ¢'(a) # 0. Nach
dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist h(z) holomorph auf eine Umgebung von a fortsetzbar

mit h (a) = —~~, wobei } die Fortsetzung von h bezeichne. Nach Teil (a) ist also:

g’(a)’
Res, <f> — Res, (f(z) h (z)> _ fla)
g

zZ—a
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(¢) 1+ 23 hat 3 einfache Nullstellen: z; = —e2™%, j = 0,1,2. Aus Teil (b):

1 | —
Res;; f ! L —ani 13 J X
. = — = —€ = =€3 =
5173273 ¢, 7
ge 3T ] = 2

Partialbruchzerlegung:

1 Res, f . Res,, f n Res., f

1423 22—z z— 21 Z — 29
(d) sin’(0) =cos(0) =1#0
— Resg(cot 2) = €39 =1

Laurententwicklung von sin (%)

(1Y D" o) _ "
S <Z> = T;) mz = Z anz

n<0

Resg (sin (1>> =a_1=1
z

2 Berechnung von Integralen

Somit:

Zeigen Sie, dass:

) *° dx T
[ s

e dx ™ (2n)!
/_oo (1+22)"F1 220 (nl)2 el

o —ikx
/ e T bl
2 2
Ceo T2+ D b

Losung:

(a) 1+ax* besitzt vier Nullstellen erster Ordnung z; = ci(F+54) ,7 =0,1,2, 3. Die entsprechenden
Residuen lauten Res,; f = é. Nur zg und z; liegen in der oberen Halbebene. f fallt schnell

genug ab (mindestens quadra]tisch), sodass
—1—4 1—3 T

()3 (7 )

= W hat einen Pol der Ordnung n + 1 in zg = i. Anwendung der

SE

*© dz ,
[m T = 2mi (Res;, f + Res,, f) =

(b) Die Funktion f(z)
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Formel aus der Vorlesung:

2mi [ d"
2miRes,, f = % o

G-al)| -

Z=Zz0
wmifa 1]
nl [de" (z 40+
2mi [ d*t —(n+1) ] o (2n)!
Z=Z0

Sei 7y : [0, 7] — C definiert durch () = Re® mit R > 1. Dann liefert der Residuensatz, dass

R
dx .
[R W = 2m1 Resz f — /Yde(Z)

Abschétzung des Integrals durch Lange von v und Supremum von f.

L dz£(2)

< 7Rsup|f(z)| =7R sup L = gt

(4 1)

z€y tel0,7] (R4 + 2R2 cos(2t) + 1) 2 (R? —

1)n+1

N 2 SN S
22402 26 \z4+ib z—ib

o —ikx . oo —ikx o —ikx
e i e e
=1 := dr——s = — d — d
/,oo SR TR TA /,OO Y tib /,OO Y tib
~—_————

I

I 1.E<0,b6<0

x — 7 geht wie L gegen 0 fiir |2| — . Die Nullstelle des Nenners ist —ib, liegt also in
der oberen Halbebene und Res_;; (24-725;
Daher gilt:

oS} e—ikw e—ikz
/ dzx — =2miRes_; | —— | = 2mie kb
o X A+b z+1ib
2.Fall: £k <0, >0

Residuum in der unteren Halbebene, somit ist

e8] —ikx
/ dx c — =0
oo XD

Fiir den Term mit umgekehrtem Vorzeichen Rechnung analog mit entgegengesetztem Vor-

_ km) = e~ *b Fiir Im z > 0 ist e~*** exponentiell klein.

zeichen beim Weg in der unteren Halbebene.
Damit ergibt sich fir das Integral I:
Falll1: k>0

i . —kb T _blk
I:2—b(—2me —0)256 Ikl



3 KONFORME ABBILDUNGEN 4

Fall2: k<0

i . bk T _blk
I:2—b(0—2me ):56 |k|

Fall 3: k=0
Fiir £ = 0 fallt der Integrand schnell genug ab:

< dz . 1 = .
/_Oo o = 27i Resy, <z2—|—b2> = 27m% =3

3 Konforme Abbildungen

Sei D C C offen und nichtleer. Eine reell differenzierbare Funktion f : D — C heifft winkeltreu im
Punkt zg € D, falls D f(z) injektiv ist und

[2|lwl < (Df(20)z, Df(z0)w) = |Df(20)2] |Df (z0)w] (2, w)

wobei (z,w) := Re(zw). Sie heifit orientierungstreu in zy € D, falls det D f(zg) > 0.

(a) Sei f: D — C reell differenzierbar. Beweisen Sie die folgende Aquivalenz:

f ist holomorph in D und f’ # 0 in D « f ist winkeltreu und orientierungstreu in D

(b) Sei f:C\ {0} — C definiert durch

f(z) = % <z+ i)

In welchem Gebiet ist f winkeltreu? Bestimmen Sie das Bild unter f einer Kreislinie |z| =
r < 1 und einer Radiusstrecke z =t - zg mit |z0| = 1 und 0 < ¢ < 1. Unter welchem Winkel

schneiden sich diese Bilder?

Losung;:

(a) ,=“ Jede Abbildung der Form z +— Az mit A € C und A # 0 ist winkeltreu. Da das
Differenzial D f(zg) : C — C von der Form z — f’(29)z, (20 € D) folgt die winkeltreue.
Unter Anwendung der CR-Dgl. folgt tiberdies, dass

ug(20)  uy(2o0)

—uy(20)  uz(20)

det D f(z9) = det [ ] = u,(20)% + uy(20)* >0

da nach Voraussetzung f’(z0) = uz(20) — i(uy(20) # 0. Das ist die Orientierungstreue.
,<“ Da Df injektiv ist, gilt a : Df1 # 0. Fiir b := a~' D fi folgt mit der Winkeltreue:

0= (i,1) = (Dfi,Df1) = (ab,a) = |a]* Reb

woraus b = ir mit r € R. Das Differenzial Df ist R-linear, Dfz = Df(z + iy) = D fi +
yDfi = a(x +iry)
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und (Df1,Dfz) = (a,a(z + iry)) = |a]?z. Aus der Winkeltreue von D f folgt also

@ +iyllal*x = [1]|2|(Df1, Dfz) =
= |DfYIDf2| (1, 2) = |alla(z + iry)|x

sodass |z + iry| = |x + dy| fir alle z mit x # 0 woraus r = +1. Wir sehen also, dass fiir ein
winkeltreues f ein a # 0 existiert, sodass entweder D fz = az oder D fz = aZ. Die Forderung
nach der Orientierungstreue schliefit aber den Fall Dfz = az aus.

= f komplex differenzierbar in zp und f’(z9) = a # 0.

Die Funktion f ist holomorph in C\ {0}. Da f'(z) = %(1 — Z%) ist fin C\ {0,-1,1}
winkeltreu. Wir setzen (z = x + iy), f = u + iv).

woraus wegen £2 + n? = 1:

BT Be-nr e AT

Das Bild unter f einer Kreislinie |z| = r < 1 ist also eine Ellipse mit den Achsen % +r und
1_
T

Hyperbelast ist.

r, wihrend das Bild unter f einer Radiusstrecke z = 2ot mit |29/ =1 und 0 < ¢t < 1 ein

Da sich ein Radiusstrahl mit der Kreislinie im rechten Winkel schneidet, bleibt dies auch fiir
die Bilder giiltig.

iy v

Abbildung 1: Darstellung Radiusstrecken / Kreislinien

4 Uneigentliche Integrale

Sei D eine offene, nichtleere Teilmenge von C, die den Abschluss H = HUR der oberen Halbebene
H:= {z € C|Im z > 0} enthalt. Weiter sei eine Funktion f bis auf endlich viele nicht-reelle Punkte
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w holomorph in D, es existiere ffooo f(x)dx und es sei lim, . 2f(z) = 0. Zeigen Sie, dass:

/C>O dxf(x) = 2mi Z Res, f

weH

Losung;:
Seien w € H die endlich vielen Punkte in denen f nicht holomorph ist. Sei weiter 7 : [0, 7] — H

definiert durch «(t) := Re® der Halbkreis in der oberen Halbebene vom Radius R > max |w]|. Der

/_};dacf(x) = 27i Z Res,, f —[ydzf(z)

weH
/7 dzf(2)

Da lim, o0z f(z) = 0 nach Voraussetzung folgt Behauptung.

Residuensatz liefert:

Abschéatzung des Integrals:
< Rsup|f(2)|

zey

5 Parallelogrammgesetz und Polarisationsidentitat

(a) Sei (H,< -,->) ein komplexer Prihilbertraum, ||-|| =< -,- >2 die durch das Skalarprodukt

induzierte Norm und v, ¢ € H. Zeigen Sie, dass das Parallelogrammgesetz gilt,

1%+ ol + [l = @l|* = 2[[p]]* + 2]l

und dass das Skalarprodukt mittels Polarisationsidentitdt durch die Norm ausgedriickt wer-

den kann.
<t >= 7 (o + ol — 6 — ol — il + a6 + iljo — ig]?)
(b) Zeigen Sie umgekehrt, dass auf einem normierten komplexen VR H mit Norm || - || ein
Skalarprodukt < -,- > mit || - || =< -,- >2 existiert, falls das Parallelogrammgesetz gilt.
Losung:

(a) Zuerst Beweis des Parallelogrammgesetzes. Dazu

[ £ o|> =< v £ ¢, 9 £ ¢ >=[|¢|]> £ 2Re < ¥, 0 > +||¢|[?

Addition der beiden Terme mit unterschiedlichem Vorzeichen fithrt zum Parallelogrammge-

setz. Die Polarisationsidentitat priift man durch direkte Rechnung:

1+ @lI* = v = olI? = illY + il +illv — ig||* =
=|[[1* +2Re < 9,0 > +lol|” = [[¢|]* + 2Re < ¢, 0 > —[pl|?
—il[$]|* + 20 Im < 9, 0 > —il|p|[* +i||[9[]* + 20 Im <, ¢ > +i| |||
=4(Re < P, > +ilm <, p >)
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(b) Wir definieren eine Abbildung < -, >: H x H — C durch die Polarisationsidentitit. Es ist
zu zeigen, dass < -,- > die Eigenschaften (1) bis (4) eines Skalarproduktes besitzt.

(1) < 9,9 >>0und < v, >= 0« 1» = 0. Dies folgt aus der Eigenschaft der Norm:

4 <,y > =[129)12 = il| (1 + D9[] + |1 - )y* =
=4[l =il +aPllll2 + i1 =P |lv* = 4/l

(2) <, p >= < ¢, > folgt direkt aus der Definition

(3) <1+ 92, ¢ >=<p1,P >+ < 2,9 >
Benutzung des Parallelogrammgesetzes zur Umformung der in der Polarisationsidentitat

auftretenden Terme. Der erste lautet:

ller + 2+ 91 = 2llr + 9112+ 2l ~ llor — o2 + ¥l =

und, um zu symmetrisieren, schreiben wir

ller + @2 + 9112 = 2llp2 + ¢l12+ 2/l |I> = || — o1 + 2 + ¢|]> =: 8
a+p
= |lo1 + @2 + 9> = —5— =l + 917 + leal® + lloz + 9II* + ||zl

1
—5(ler =2 + VP + 1l — 1+ 02 + Y|*)

Analog fiir die restlichen drei Terme der Polarisationsidentitét:
o1 + @2 = DI =llor = 1P + [la]? + oz = 9112 + |2l
1
~5(llor =2 = 9IP + 11~ 01 + 2~ IP)
ller + @2 + il =llor + il + llenll* + lloz + i[> + [l
1 . .
—5(”@1 — o2 W2+ || = o1 + 92 + | [?)
o1 + @2 — il |* =llor — il > + |1 ]” + llp2 — vl + [ o2l
1 . .
—5(”% — 2 — | + || — o1 + 2 — i[[?)
Addition dieser Terme mit den Vorfaktoren aus der Polarisationsidentitat liefert die
Behauptung.
(4) <, dp>= A<, 0>
Nach (iii) gilt die Behauptung fir A € N und gemé&f Definition auf fiir A = 0 und
A = —1, also auch fiir A € Z. Deshalb gilt die Behauptung auch fiir A = 7 € Q, denn:

m
n<1/J,/\(p>=n<¢,<pg >S=m <P, >=nA< Y, p>

Die stetigen Funktionen A —< 9, Ap > und A — X < 9, ¢ > stimmen auf Q, also auch
auf R iiberein. Da die Behauptung auch fiir A = ¢ zutrifft, folgt die Behauptung.



