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1 Differenzierbarkeit

(a) Sei A = (a;j)ij=12 € R**2. Zeigen Sie, dass die von A durch die Matrixmultiplikation auf
R? 22 C induzierte R-lineare Abbildung T : C — C genau dann C-linear ist, falls as; = —aq2

und a9 = A11

Losung: C ist VR iiber C und iber R. Das heif}t es gibt R und C lineare Abbildung 7" mit
T(Az) = AT'(z) fiir A € R bzw C.

T : C — C ist genau dann R-linear, falls T'(z) = T'(1)x + T'(4)y mit z = x + y.
T : C — C ist genau dann C-linear, falls T'(¢) = iT'(1)
iy = T A a11x + a2y = T(2)
y a1 + az2y
T(i) = iT(1)
a1z +iaze = i(a1 + iaz)

- az1 = —ajound a1 = az

(b) Sei U C C nichtleer und offen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) f ist komplex differenzierbar in zg € U
(2) f ist reell differenzierbar in zg € U und das Differenzial D f(zg) ist C-linear

(3) f ist reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen:

vz (20) = —uy(20), vy(20) = uz(20)

Losung: (1) < (2)
f: C — C ist reell differenzierbar, wenn f als Abbildung R? — R? total differenzierbar.
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(a)

(0)
(¢)

— f komplex differenzierbar per Definition:

i TG00 = £(0) = [ (o)

=0
h—o0 h

d.h. f ist reell differenzierbar und f’(z9) = Df(20) ein C-lineares Differenzial.
« f ist reell differenzierbar, d.h. total in (xq,yo) falls f als Abbildung von R? — R? auf-
gefasst wird. Die lineare Abbildung R? — R2, die durch Matrixmultiplikation mit dem

Differenzial D f hervorgeht ist per Vorraussetzung C-linear.

2) = ()
Df () = ( ta(20)  y(20) )

vz (20)  vy(20)

nach (1) ist die induzierte R-lineare Abbildung genau dann C-linear, falls v, (20) = —uy(20)

und vy (20) = ug(20)-

Sei f : C — C definiert durch f(z) := 23y? + ix?y® wobei z = x + iy. In welchen Punkten
von C ist f komplex differenzierbar? Ist f dort auch holomorph?

Losung: u,v sind stetig differenzierbar, also f reell differenzierbar. Nun noch Uberpriifung
der CR-Differenzialgleichungen:
!

va(2) = Foay® = 2wy® = —uy(2) = —@zB’yZ = -2y

0
ug(2) = =—x3y? = 32°%y? . vy(2) = —a%y® = 30%y?

ox y
= 229% = —223y? oder xy(z® +y*) =0, dh. 2y =0

Somit ist f genau in den Punkten der Koordinatenachsen komplex differenzierbar. f ist also

nirgends in C holomorph.

Differenzierbarkeit (2)

; : _ T _ log(a®+y?) | y
Zeigen Sie, dass f(z) = e*cosy + ie*siny auf C und g(z) = 5 + ¢ arctan (z) auf
C\ {z € C|Re z = 0} holomorph ist.

Bestimmen Sie die auf C holomorphe Funktion f mit Realteil u(z) = e siny und f(0) = 0.

Zeigen Sie, dass die Funktion zu C\ {0} — R mit u(z) = log|z| in C \ {0} harmonisch ist,
aber nicht Realteil einer komplex differenzierbaren Funktion sein kann.

Losung;:

(a)

Sowohl f als auch g sind reell differenzierbar. Wir miissen also zeigen, dass Cauchy-Riemann
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DGL erfillt sind.

ve(2) = %er siny = e®siny = —uy,(2) = —a—yex cosy = e¥siny
vy(2) = a—yem siny = e” cosy = uy(2) = %e’” cosy = e’ cosy
Fiir g:
9 y 1 s 11
vz(z)Z%arctan (;) :_1+(£)2 2 uy(2) afilog(x +y ) :_§x2+y2
0 Y 1 1. 0 9 9 x
vy(2) By arctan ( — = (3)2 - Uz (2) 53 08 (2% +y°) PR
(b) Da f holomorph sein soll miissen CR-DGL erfiillt sein:
v(2) = —uy(2) = —=e"siny = —e® cosy I
() = —u(2) = -5 (n
o} -
vy(2) = ugy(2) = —€e®siny = e®siny (IT)

ox
= v(z) = —e” cosy + C(y)
in (I — C'(y) =0

Aus f(0) =0=1i(C —1) folgt C = 1.
= f(z) =e"siny +i(1 — e” cosy) = i(1l — €)
(¢) Harmonische Funktion: Au(z) =0

0? 0?
0 x a vy

T x4y Oyt ?

Falls u Realteil einer komplex differenzierbaren Funktion ist, miissen CR-Dgl gelten:

!
() = —u() =5

! x
vy(2) = ua(z) = 2+

=ov(z) = arctan (Q) + C(y) bzw
x
x

vy(z) = PR + C'(y) — C const.

aber
v unstetig auf der y-Achse, daher kann v kein Imaginérteil einer komplex differenzierbaren
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Funktion auf C\ {0} sein.

3 Komplexe Wegintegrale

(a) Seien a,s > 0 und v der Rechteckrand [—r — is,r — is] 4+ [r —is,r + is] + [r + is, —r + is] +

[—7 +is,—r — is]. Berechnen Sie
dz

’YZ

(b) Sei G = {2 €C||z] <1,Rez+Imz > 1}. Konstruieren Sie einen Weg + entlang dG und
berechnen Sie
/dzlmz und /dzE
gl gl

(¢) Sei p(z) ein komplexwertiges Polynom, zo € C, r > 0. Zeigen Sie, dass
/ dzp(z) = 2mir’p (z)
9B, (z0)

Losung;:

(a) Der Weg v wird wie folgt parametrisiert:

mn(t) =t—iste[-rr
Yo (t) =r+itt€[—s,s]
v3(t) = —t+is, te[—rr]
va(t) = —r—it,t € [—s,s]

Damit lasst sich das Integral schreiben als:

dz

dz dz dz dz
= — + — + — + — =
v % n # y2 % 3 % Y %
/T dt _/s dt /T dt ,/S dt
— +1 - — — —1 -
_p,t—1s _g T+t _, —t+18 _g —T —1t
Toodt S dt T t+4is S —igt
= 2 21 —_— =2 dt—— + 2¢ dt
/,Tt—is+l/,sr+it /,T t2+52+z/,s r2 412

S

1 t1" 1 t
2 {2109(152 + 5%) 4 i arctan } +2i {—iQ log(r? + %) + arctan }
S| _, r

—S

T s
41 (arctan — + arctan 7) =27
s r

Die letzte Beziehung lésst sich sehr einfach anhand eines rechtwinkligen Dreiecks tiberpriifen.

Die beiden dem rechten Winkel gegeniiberliegenden Winkel (arctan) summieren sich zu .
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(b) Parametrisierung des Weges:
v =i+t(1—i),te0,1]

: ™
V2 :ezt ate |:07§:|

[NE]

dte’ sint =

1
/dzhnz:/ dzlmz+/ dzlmz:(lfi)/ dt(lft)Jri/
Rl 7 V2 0 0

(¢) 0B, (z) wird parametrisiert durch y(t) = zg+re’ mit ¢t € [0,27]; p(z) = Y., _ anz™, a, € C

Fiir den Term n-ter Ordnung:

27
/dzanz" = @it/ dte® (%+ re*”) =
y

0
2w
—nfk,r,k / dtefi(kfl)t _
0

~ n
= Apir Z ( ) 20
—_——
o\ K 216 (k—1)

e o9 d
=ayr-nzg" L-rlon = 2mr2d— (anz™)| 2=z,
z

4 Cauchyscher Integralsatz

Sein€Z,z0 € C.D=DB,(20) ={2€Cl|lz— 2| <r},r>0,z€C

)= 31 o
Zeigen Sie, dass I,(20) = 0p,—1-
Losung: Rand von B durch Kurve 7(t) = z + re', ¢ € [0, 27].
1 1 g2 o 2
de(€ —20)" = 5 /0 dt (re')" ire’t = 0 dtei(n Dt

In(20) = —
o) =55 )
5 Integralformeln fiir Polynome
Es sei p(z) := Zﬁ;o anz"™ mit Koeffizienten a,, € C gegeben.

(a) Sei e >0 und k inZ. Berechnen Sie




6 LOGARITHMUSFUNKTION 6

(b) Sei e >0 und zy € C. Berechnen Sie

1 p(2)
211 2 — 20

|z—z0|=¢€

(¢) Sei k € Ny. Berechnen Sie
1 e *

— dz
210 Jiy=1 2P

Losung:

(a) Fiir k < 0 ist Integrand holomoph und das Integral verschwindet

1 p(2)
e = d =
omi /lzl R

N N
b dzZa LRl = Z a—n/ dzz" k1 =
= " = i =
270 | 2)=e - = 270 J) 2=
al ap  fir0<k<N
= Zanén—k—l,—l =
o 0 sonst

(b) p(2) = p(20) + (p(2) — p(20)), wobei g ein Polynom vom Grade N — 1.
(z—20)q(2)

1 0 p(2) 1 /Z_Z = . ( p(20) +q<z)> = p(z0)

211 |z—z0|=€ (Z — Z()) 271 Z — 20

1 e ? 1 (=)™ k1
JEE— —_ d n
210 Ji =1 2 2mi /Z_l 27;) T
(=n" 1 / ko1 (=" —1)*
_ L dzz" — O f1 —1 =
nt 270 J)L = = Z n! bl k!
n>0 n>0

6 Logarithmusfunktion

Sei U C C offen und zusammenhéngend. Eine holomorphe Funktion f : U — C heifit eine Loga-
rithmusfunktion, falls ef/(*) = 2Vz € U.
Sei ¢ € R und zp = €' und sei

X _1\n+1
L) = 3 T sy g

nzy

(a) Wie grof} ist der Konvergenzradius von Lg?

(b) Zeigen Sie, dass L, eine Logarithmusfunktion ist.
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Losung:

(a) Konvergenzradius: Formel von Cauchy-Hadarmard:

1
 limsup ¥/ |
71 n+1
an = % |zl =1

nzj

— R=limsup {/n =1

d els()  elo(2). ij)(z) eLs(2)

= =0
dz z z 22

da auf der Konvergenzkreisscheibe By (zg) := {z € C||z — 20| < 1}

X 1\n+1 o) 2 n
Lo =Y S -2 3 (1-2) -1

n=1 0 n=0

geom. Summenformel

= el(?) = ¢z mit ¢ € C. Fiir z = zq folgt eF+(*0) = 2y — c=1



