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Differenzierbarkeit

Sei A = (a;5)ij=12 € R2*2, Zeigen Sie, dass die von A durch die Matrixmultiplikation auf
R? = C induzierte R-lineare Abbildung T : C — C genau dann C-linear ist, falls as; = —aq2

und ag9 = Q11

Sei U C C nichtleer und offen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) f ist komplex differenzierbar in zy € U
(2) f ist reell differenzierbar in zp € U und das Differenzial D f(zg) ist C-linear

(3) f ist reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen:

vz (20) = —uy(20), vy(20) = uz(20)

Sei f : C — C definiert durch f(z) := 23y? + iz?y® wobei z = x + iy. In welchen Punkten
von C ist f komplex differenzierbar? Ist f dort auch holomorph?

Differenzierbarkeit (2)

. . oz P _ log (z24y?) . Yy
Zeigen Sie, dass f(z) = e”cosy +ie*siny auf C und g(z) = =552 + iarctan (z) auf
C\ {z € C|Re z = 0} holomorph ist.

Bestimmen Sie die auf C holomorphe Funktion f mit Realteil u(z) = e siny und f(0) = 0.

Zeigen Sie, dass die Funktion zu C\ {0} — R mit u(z) = log|z| in C\ {0} harmonisch ist,

aber nicht Realteil einer komplex differenzierbaren Funktion sein kann.

Komplexe Wegintegrale

Seien a,s > 0 und v der Rechteckrand [—r — is,r — is] + [r —is,r +is] + [r + is, —r + is] +
[—r 4 is, —r — is]. Berechnen Sie
dz
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(b) Sei G = {z€Cl|lz] <1,Rez+Imz > 1}. Konstruieren Sie einen Weg v entlang 0G und

/dzImz und /dz?
¥ ¥

(¢) Sei p(z) ein komplexwertiges Polynom, zo € C, r > 0. Zeigen Sie, dass

berechnen Sie

/ dzp(z) = 2mir?p/ (z)
OB (z0)

4 Cauchyscher Integralsatz

Sein€Z,z0 € C.D=B,(2):={2€C|lz— 2| <r},r>0,2€C

Zeigen Sie, dass I, (z0) = dpn,—1.

5 Integralformeln fiir Polynome
Es sei p(z) := Zf:o anz"™ mit Koeffizienten a,, € C gegeben.

(a) Sei e > 0 und k inZ. Berechnen Sie

1 _P(2)
27 |z|=e Zk+1
(b) Sei e >0 und zy € C. Berechnen Sie
1
1 £ P
2T Js sgl=e 2 — %0
(¢) Sei k € Ny. Berechnen Sie
1 e *

6 Logarithmusfunktion

Sei U C C offen und zusammenhéngend. Eine holomorphe Funktion f : U — C heifit eine Loga-
rithmusfunktion, falls e/*) = 2Vz e U.
Sei ¢ € R und 2y = €® und sei

X 1yn+1
Ly(z) = Z L(z —20)" +id
n=1

n
nzg

(a) Wie grof} ist der Konvergenzradius von Lg?
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(b) Zeigen Sie, dass L, eine Logarithmusfunktion ist.



