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1 Fouriertransformation

a) Zeigen sie, dass :

F(f1 + f2) = F(f1) + F(f2)

F(®f1) = ®F(f1) ∀® ∈ ℝ
mphLösung

Für f gerade :

F (!) = 2

∫ ∞

0

f(t) cos(!t)dt → gerade

Für f ungerade :

F (!) = −2i

∫ ∞

0

f(t) sin(!t)dt → ungerade

b) Zeigen sie, dass :

f ′(t) ↔ i!F (!)

Lösung

∫ ∞

−∞
f ′(t)e−i!t =

[
[e−i!tf(t)]∞−∞︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ ∞

−∞
f(t)(−i!e−i!t)

]

= i!

∫ ∞

−∞
f ′(t)e−i!t

c) Stellen sie die Sinus-Reihe f(t) =
∞∑

k=1

sin kt

k2
in der Form f(t) =

∞∑
−∞

cke
ikt dar.

Lösung

f(t) =
∑∞

k=1
sin kt
k2

⇒ ak = 0, bk =
1
k2

ck =
1

2
(ak − ibk) = − i

2k2

c−k =
1

2
(ak + ibk) = − i

2k2

⇒ f(t) =
∞∑
−∞

cke
ikt für k ∕= 0
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d) Stellen sie die Cosinus-Reihe f(t) =
∞∑

k=1

cos 4kt

k3
in der Form f(t) =

∞∑
−∞

cke
ikt

dar

Lösung

Es gilt:

cosx =
1

2
(eix + e−ix) ⇒ cos(4kt) =

1

2
(ei4kt + e−i4kt)

∞∑

k=1

cos 4kt

k3
=

∞∑

k=1

1

2k3
(ei4kt + e−i4kt) =

∞∑

k=1

1

2k3
ei4kt +

∞∑

k=1

1

2k3
e−i4kt

=
∞∑

k=1

cke
ikt mit ck =

{
1

2k3
falls k = ±4n
0 sonst

e) Gegeben ist die 2¼ -periodische Funktion f durch f(x) = ∣x∣, für −¼ ≤ x ≤ ¼.
Berechnen sie die Koeffizienten der zugehörigen reelen Fourier- Reihe F (x)

Lösung

f = ∣x∣ ist eine gerade Funktion ⇒ bn = 0

a0 =
2

2¼

∫ ¼

−¼

f(x)dx =
2

¼

∫ ¼

0

xdx = ¼

für n > 0 ist

an =
2

2¼

∫ ¼

−¼

f(x) cosnxdx =
2

¼

∫ ¼

0

x cosnxdx =
2

¼
.
1

n2
[cosnx+ nx sinnx]¼0

=
2

¼n2
((−1)n − 1) = − 4

¼n2
für n = 1, 3, 5... sonst 0

F (x) =
¼

2
− 4

¼

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)x

f) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f

f(t) =

√
a

¼
exp[−a(t + b)2] +

√
a

¼
exp[−a(t− b)2] mit a > 0

Lösung
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F (!) =

∫ ∞

−∞

√
a

¼
exp[−a(t + b)2] + exp[−a(t− b)2]exp(−i!t)dt

=

∫ ∞

−∞

√
a

¼
exp[−a(t + b)2 − i!t] +

∫ ∞

−∞

√
a

¼
exp[−a(t− b)2 − i!t]

=

∫ ∞

−∞

√
a

¼
exp

Ã
− a

[
t +

Ã
b +

i!

2a

)]2

+ ib! − w2

4a

)

+

∫ ∞

−∞

√
a

¼
exp

Ã
− a

[
t +

Ã
− b +

i!

2a

)]2

− ib! − w2

4a

)

= exp

Ã
ib! − !2

4a

)
+ exp

Ã
− ib! − !2

4a

)

= 2 cos(b!)exp

Ã
− !2

4a

)

mit

−a(t± b)2 − i!t

= −a

[
t2 +

Ã
± 2b+

i!

a

)
t+ b2

]

= −a

[
t2 +

Ã
± 2b+

i!

a

)
t+

Ã
± b+

i!

a

)2

+ b2 −
Ã

± b+
i!

a

)2]

= −a

[
t+

Ã
± b+

i!

a

)2

∓ ib!

a
+

!2

4a2

]

= −a(¿)2 ± ib! − !2

4a2
mit ¿ = t+

Ã
± b+

i!

a

)

und

∫ ∞

−∞

√
a

¼
exp(−at2) = 1

2 Dirac-Distribution

Für die Dirac-Distribution gilt:
∫ ∞

−∞
f(x)±(x− x0)dx = f(x0)
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Nehmen Sie an, dass f(x) in eine Taylor- Reihe um die Punkt x0 entwickelt werden
kann. Zeigen Sie, dass :

lim
¸→0

1√
2¼¸2

exp

Ã
−x2

2¸2

)
= ±(x)

Lösung :
Wir definieren:

±¸(x) =
1√
2¼¸2

exp

Ã
−x2

2¸2

)

Die Taylor Reihe von f(x) ist:

∞∑
n=0

1

n!
f (n)(x0)(x− x0)

n

Die Dirac-Distribution ist dann :

∫ ∞

−∞
f(x)±¸(x− x0)dx =

∞∑
n=0

1

n!
f (n)(x0)

∫ ∞

−∞
f(x)±(x− x0)(x− x0)

ndx

Da :

∫ ∞

−∞
±¸(x)x

ndx =

{
= 0 n ungerade
∝ ¸n n gerade

Für ¸ → 0 nur den Term bei n = 0 ist von Bedeutung. Deswegen bekomn wir:

lim
¸→0

∫ ∞

−∞
f(x)±¸(x− x0)f(x)dx = f(x0) (1)

3 Laplacetransformationen

Lösen sie mittels Laplace-Transformation das Afangswertproblem :

a)

ÿ − 6ẏ + 9y = 32e−t cos(4t), y(0) = y0ẏ(0) = ±y0

Lösung
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(s2y(s)− sy(0+)− ẏ(0+))− 6(sy(s)− y(0+)) + 9y(s) = 32L[cos(4t)](s+ 1)

= 32
s+ 1

(s+ 1)2 + 16

y(s) =
sy0 − 6y0 + ±y0
s2 − 6s+ 9︸ ︷︷ ︸

+
32(s+ 1)

((s+ 1)2 + 16)(s2 − 6s+ 9)︸ ︷︷ ︸

PBZ 1:

sy0 − 6y0 + ±y0
s2 − 6s+ 9

=
A

(s− 3)

B

(s− 3)2

sy0 − 6y0 + ±y0 = A(s− 3) +B ∀ s

Mit: s = 3 ⇒ −3y0 + ±y0 = B

s = 0 ⇒ −6y0 + ±y0 = −3A+B ⇒ A =
2

9
⇒ A = y0

sy0 − 6y0 + ±y0
(s− 3)2

=
y0

s− 3

−3y0 + ±y0
(s− 3)2

PBZ 2:

32(s+ 1)

((s+ 1)2 + 16)(s2 − 6s+ 9)
=

32(s+ 1)

((s+ 1)2 + 16)(s+ 1− 4)2
mit t = s+ 1

=
32t

(t2 + 16)(t− 4)2
=

A

t− 4
+

B

(t− 4)2
+

C1t+D1

t2 + 16

= A(t− 4)(t2 + 16) + B(t2 + 16) + (C1t+D1)(t− 4)2 ∀ t

Mit: t = 4 ⇒ 128 = 32B

t = 0 ⇒ 0 = −64A+ 16B + 16D1

⇒ A = y0

t = 2 ⇒ 64 = −40A+ 20B + 8C1 + 4D1

t = −2 ⇒ −64 = −120A+ 20B − 72C1 + 36D1

⇒ A = 0, B = 4, C1 = 0, D1 = −4
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32(s+ 1)

((s+ 1)2 + 16)(s2 − 6s+ 9)
=

4

(s− 3)2
+

−4

(s+ 1)2 + 16

Zus :

y(s) =
y0

s− 3

−3y0 + ±y0
(s− 3)2

+
4

(s− 3)2
+

−4

(s+ 1)2 + 16

y(t) = y0e
3t + (−3y0 + ±y0 + 4)te3t − e−t sin(4t)

b)

ÿ + 4ẏ + 4y = e−2t + te−t, y(0) = 0ẏ(0) = 0

Lösung

(s2y(s)− sy(0+)− ẏ(0+)) + 4(sy(s)− y(0+)) + y(s) =
1

s+ 2
− d

ds

1

s+ 1

y(s) =
1

(s+ 2)3
− 1

(s+ 1)2((s+ 1) + 1)2

Trafo:

1

(s+ 2)3
Ã→ 1

2!
t2e−2t

1

(ŝ+ 2)2
Ã→ te−t mit ŝ = s+ 1

1

ŝ

1

(ŝ+ 2)2
Ã→

∫ t

0

¿e−¿d¿ = −te−t + 1

1

ŝ

[
1

ŝ

1

(ŝ+ 2)2

]
Ã→

∫ t

0

(¿ − ¿e−¿ − e−¿ + 1)d¿ = te−t + 2e−t + t− 2

⇒ y(t) =
1

2
t2e−2t − e−t(te−t + 2e−t + t− 2)


