1 Matrix exponential

Berechnen Sie die Losung des Anfangwertproblems

x(t) = Ax(t) x(0) = xo

fiir A:
a)
1 00
A=|10 20
3 01
Lésung:
1 00 1 00
A=|102 0 ]]=D+N=|0 20
3 01 0 01
e 0 0 10
€At _ e(D—i—N)t _ 6DteNt _ 0 2 0 0 1
0 0 ¢ 3t 0
e 0 0
x(t)=Axo(t)=| 0 e* 0
0 0 3¢
b)
110
A=|1010
0 0 2
Lésung:
110 exp(1
eXp(At):eXp[ 010 t] = (1
0 0 2 0
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2 Zeitgeordnete Exponential

Berechnen Sie der zeitgeordnete Exponential der Matrix:

a)
t 0
A= ( 0 2t7 )
Da [A(s), A(t)] =0 fiir alle s,t € R . Es gilt
Tefot dsA(s) _ efg dsA(s)
Wir berechnen also das Exponential von
t 1
B(t) — / dsA(s) — 12 ( ;| )
0 0 5t
o0 Bn
B _
Bty = Y —
n=0
b)

0 2
(2 0)

Da [A(s), A(t)] =0 fir alle s,t € R . Es gilt

Tefot dsA(s) _ efg dsA(s)



Wir berechnen also das Exponential von

B(t) — /OtdsA(s): ( 80t %2)

o0

Bty = Y %

n=0

3 Fixpunkt, Linearisierung

a) Bestimmen Sie die Fixpunkte des DGL-Systems und untersuchen sie deren Sta-
bilitat fiir die Parameterwerte p = —1,0, 2.

i = pr(y’—1)+y
) = —x

Losung:

Bestimmung der Fixpunkte:

= @=pa(y’ —1)+y
0 = y=—2 =2=0 =y=0

= Der Fixpunkt ist zr = (0,0)
Die Jacobi-Matrix ist:

J(x) = (p(y2_1) o2px + 1 )

—1 0
Jacobi Matrix und Eigenwerte ausrechnen fiir p = —1,0,2 :
1 1
p = —1:J(XF):<_1O)
1 . . . .
Aijg = 5(1 4 iv/3) = xpist ein instabiler Fixpunkt

p = O:J(XF>:(_01 é)

A2 = =i = xpist ein elliptische Fixpunkt



p = QZJ(XF):<:? (1))

A2 = —1 = xpist ein stabiler Fixpunkt

b) Bestimmen sie die Fixpunkte des DGL-Systems und untersuchen Sie deren Sta-
bilitdt. Wie lautet der Linearisierung des Systems am Fixpunkt?

= 2’ 4+2y—4
= —2xy
Lésung :
Bestimmung der Fixpunkte:
0 = 2=a"+2y—4 (1)
0 = y=-22zy =2x=0 oder y=0 (2)

Nach einsetzen von 2 in 1 findet man die Fixpunkte P, = (0,2), P» = (2,0),
P3 - (—2, O)

Die Jacobi-Matrix ist :

- (% 2)

Ausgewertet an der Fixpunkte ergibt sich:

P = (0,2):J(XF)=(_O4 3)

Mg = +i2V/2 = X ist ein elliptischer Fixpunkt

Py = (2,0):J(XF):(:)l —24)

A2 = =£4 = xp ist ein hyperbolischer Fixpunkt

P = (—Q,O)ZJ(XF):(:j Z)

A2 = =£4 = xp ist ein hyperbolischer Fixpunkt



c) Gegeben ist die DGL:

¥ = —sin(x)

Schreiben Sie die DGL als System erster Ordnung der Form ¢'(x) = F(g(x)).
Bestimmen Sie die Fixpunkte und deren Stabilitit. Wie lautet die Linearisie-
rung von I am Fixpunkt?

Lésung:

Wir setzen y; = x und yo = &. Dann lautet das Gleichungsystem:

(n >,: (i)

Berechnung der Fixpunkte des DGL Systems:
0 = y2=y2=0
= —sin(y1) = y1 = km, wobel k € Z
Die Fixpunkte sind: P, = (0, k7)

Die Jacobi-Matrix ist der Linearisierung des Systems:

T = ( —Cog(yz) (1) )

Ausgewertet an der Fixpunkt ergibt sich:

J(P):<io1 (1))

Die Eigenwerte sind:

Mg = =i fiir k gerade = elliptischer Fixpunkt
A = =1 fiir k ungerade = hyperbolischer Fixpunkt



4 Potenzreihen

Losen sie das Anfangswertproblem mittels Potenzreihenansatz:

a)
1 1
(z = Dg(z) + 2y(z) — 7y(x) =0,  y(0) =1 y(0) = 5
4 2
Lésung
y(r) = Zak 2"
k=0
y'(z) = Z kay, 2"
k=1
y'(x) = Zk (k—1) ap 2" 2
k=2
in DGL :
2 .. ) 1
0 = (=" = Dij(z) + zy(z) — Zy(ﬂf)
(o] 1 o
= Zk: —Dayz +Zk —1) ap 2 2+Zkakx —ZZakxk
k=2 k=1 k=0
1
= (—2(12 — ZCLQ)Q.I'O + (—6(13 —+ a] — Zal)lxl
= 1
+ > k(k (k1) ar — (k+2)(k + 1) ar + kay — Zak)kxk
k=2 .

((k2—=3))ap—(k+2)(k+1)akt2

1 1
0 = (—20,2 — Zao) = Ay = —gao

1 1
0 = (-6&3 +a; — Zal)l = a3 = —gal

1
0 = ((K*— Z)ak — (k4 2)(k + 1)ag2), Fir k> 2



b)

K -5 a_(%—(kﬂ))(%—k)
k+2)k+1)"" " (k+2)(k+1)
(%—(k+1>>(%—k>(%—(k—l))(%—(k—2))a

(k+2)(k+1) k(k—1) ko

k42 Ak

ag fiir k gerade

Potenzreihenansatz im A.B. :ag =1, a; = =

Damit :

Zusammen :

(1+22)y'(z) +2y(x) —1=0, y(0)=0

Lésung: Potenreiheansatz :

=
8
~—
I
S
S
8
S

in DGL:
0 = (1+22)y(x)+2y(x)—1=(1 —I—Qx)Zk:akxk_l —I—QZakxk -1
k=1 k=0
= Z(l—i— D) aq(1+1) 2t —I—QZak—I—QZakaEk —1
1=0 k=0 k=1

= (a1 +2a0 — 1)2° + ) ((k+ Dagsr + (2K + 2)ax)z*
k=1



Koeffiezientenvergleich:

0 = a1 +2a—1= a1 =—2a9+1

0 = (k?—l— 1)(ak+1 —I—Qak) =0, k>1= Ap41 =
A.B. ag = 0
= a; = 1
ar1 = (—1)F2F k>1
zy'(z) = (v + 2)y(z)
Zusammen :
y(x) =Y (=DF 125k = 2y "(—20)
k=1 k=1
Losung:
Potenreiheansatz :
y(r) = Zak 2"
k=0
y'(x) = Zkak okt
k=1
in DGL:

0 = zy(z)— (x+2)y Zkzak:p —Zakka

k=0
= Zkakxk —Zak_l z* —QZkakxk
k=1 k=1 k=0
= (—2a0)2° + Y (kap —ap_1 —2ap) 2" =0 VYV
k=1

Koeffizientenvergleich liefert :

—Q(Ik k?Z 1

o
-2 E ag z*
k=0



0 = —2ap0=>ay=0
0 = kak—ak,l—Qak fir kzl

fir k=1:0 = (1—2)&1-&0:>a120
fir k=2:0 = (2—2)ag—a; =0 fiir V ay

fir Kk >2:a, =

Zusammen :

Qp—1 . 1 1 Q9

k—2 k—-2k-3"27 T (k-2




