Losungen zu
Koordinatentrafo und Integration im R"

FUR FREITAG, 18.9.09
VON CARLA ZENSEN

Aufgabe 1: Verschiedene Parametrisierungen

2)

Zylinderkoordinaten

0,V 0,1 0.V cosp —psing 0
DY (p,p,2) = |0,¥ 0,¥ 0¥ | =|0,¥2 0,¥s 0.V | = [sing pcosp 0
0,V3 0,¥3 0,¥3 0 0 1

det DU = pcos? +psin® = p

Das lokale n-Bein sind die normierten Spaltenvektoren der Jakobimatrix DW:

ep, = (cos p,sinp,0) und e, = (0,0, 1) sind schon normiert.

Der Betrag des 2. Spaltenvektors ist \//)2 sin? o + p?sin p + 0 = \/ﬁ = p . Damit erhalten
wir fiir den letzten Vektor des Dreibeins:

e, = (—singp,cos,0)

Kegelkoordinaten
—z% sin % Cos
DV (p,2)=|0,¥ 0,V | = z% Cos ¢ %singo
0 1
2 R? 2 2R . 2
\/det((D\I’)T‘D‘II):det z%97 Cos” @+ 2737 sin” ¢ RQO :z%- %2+1
0 ar +1

Das Dreibein berechnet sich analog a und ¢

Toruskoordinaten
Toruskoordinaten sind ein bisschen ekliger:
cosfcosy —rsinfcosy —(R+rcosf)sing
DY (p,0,p)=|0,¥ 0p¥ 0,V | = [ cosfsing —rsinfsing (R+rcosb)cosyp
sin 6 r cos 0

Um uns die Berechnung der Funktionaldeterminante zu erleichtern, benutzen wir, dass man
einen Faktor aus einer Zeile oder Spalte vor die Determinante ziehen darf. Wir ziehen also
den Faktor r aus der zweiten Spalte der Jakobimatrix und den Faktor (R + rcos¢) aus
der dritten Spalte vor die Determinante (Man kann aber auch einfach die Determinante
normal ausrechnen und die beiden Faktoren nachher ausklammern):

cosfcosp —sinfcosp —singp
det D¥ = r - (R+rcosy)-det | cosfsing —sinfsing cose | =7r-(R+ rcosyp) -
sin ¢ cos 6 0

(— cos? psin? § — sin? p cos? f — sin? psin? O — cos? @ cos? ) = r - (R4 rcos @) - (—sin? 6§ —
c0s?0) = —r - (R + rcos p)

(cos 6 cos p, cos O sin p, sin ) ist schon normiert.



Der Betrag des 2. Spaltenvektors ist \/r2cos? ¢sin? 6 + r2sin? psin 6 + r2cos20 = r .
Damit erhalten wir fiir den zweiten Vektor des Dreibeins:
(cos psin 6, sin g sin 6, cos 6)

Der Betrag des 3. Spaltenvektors ist (R + r cosf) . Damit erhalten wir fir den dritten und
letzten Vektor des Dreibeins:
(—sin ¢, cos p, 0)

Aufgabe 2: Koordinatentransformation

a) e Man 16st die Gleichungen &€ = x1 und €2 nach ¢ und & auf und erhilt

\I/(xl, .732) = (\;%)

1 1 &
O(W1,W T 3 & 22
o DU(E) = G = (f f) (2= () = (50 5)
2\/x2 262
e Das unnormierte Zweibein lasst sich einfach ablesen aus den Spaltenvektoren von

DV (z):
n@ = (F50)  m - (—2‘“ 372;@>
T2

und daraus das normierte Zweibein:

1
5 (_ﬂf]_, $2)

e1=(1,0) ey = ———e
T+ 75

b) e Auch hier 16st man das einfache Gleichungssystem x1 = &;(1 — &2) und zo = £1&2 und

erhalt
r1 + T2
.V U P(x1,290) =
S0 e = (000
1 1
O
1 [4] 1
° v

Abbildung 1: U und V mit Koordinatenlinien
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Aufgabe 3: Integration iiber Normalbereiche

Abbildung 2: Plot des Bereichs B
Aus der Menge ergeben sich folgende Ungleichungungen:
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also folgt das Doppelintegral zu [ f(z,y)dB = [ f(y+2)/3 Ar3dudy = [ [2*] W+2)/3 dy =
1

y/2 y/2
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(b)
Abbildung 3: Plot des Bereichs F

Die erste Ungleichung schrinkt auf die obere Halbebene ein, die zweite Ungleichung
schréankt auf die Kreisscheibe mit Radius 3 ein und die dritte Ungleichung nimmt da-
von alle Punkte im Inneren der Ellipse mit der grofen Halbachse 3 entlang der x-Achse
und der kleinen Halbachse % entlang der y-Achse aus.

B kann also dargestellt werden als
1
B= {(w,y) cR%: 5\/9—.%2 <y< \/9—1‘2}

Damit ist das Doppelintegral

3 9—a2 3 — 3
[ fl@,y)dF = f3 1f 2 aydy | do = fgl’z [%yﬂ%ggfﬂ dr = fg(%ﬂ?z—%m“)dﬂf —
- =vV9—x - —
(23 — 325)]°, = 213
8 40 -3 10



Aufgabe 4: Mehrdimensionale Integration

(a)

(b)

fol f02 f03 (% +y? + 2%) dedydz = fol f02 [%xs + :c2y2 + xz2]§dydz =
fol f02 (9 + 3y? + 32%)dydz = fol 9y +y3 + 3yz2]0dz =
[ [26 + 622]dz = [262 + 22%]; = 26 + 2 = 28

ff iﬁxzydydzz::

x $4
JP ety do = § [ 2% - 1) do = 315 ol =

Ja-2)-(G-1)=¥

fol fxl ze¥’ dyda

Dieses Integral ist ein gutes Beispiel fiir ein Integral, dessen Integrationen vertauscht
werden sollten. Wer weiff schon, was [ eyady ist?

Beim Vertauschen der Integrationen miissen wir die Integrationsgrenzen verédndern,
die Flache, iiber die wir integrieren, muss aber gleich bleiben.

Die Fléche, iiber die wir integrieren, ist uns durch die Integrationsgrenzen gegeben.
Es gilt: 0 <z <1 und z < y < 1. Um eine bessere Anschauung zu haben, zeichnen

wir uns diese Flache:
& Ar
G

a

Wir sehen, dass man die gleiche Flache auch mit den Bedingungen 0 < y < 1 und
0 < z < y erhélt. (Anschaulich kann man sagen, dass man die Fliche in Streifen
einteilt und diese mit der &ufieren Integration aufsummiert. Anfangs- und Endpunkte
der Streifen sind die Grenzen der inneren Integration. Man kann die Streifen senkrecht
oder waagrecht legen , was der unterschiedlichen Integrationsreihenfolge entspricht.)
Die neuen Grenzen von y héngen jetzt nicht mehr von x ab und man kann schreiben:

N

7

#

Jo I wer” dydw = [ [ wer” dudy = [ [3a?er'[ody = [ (SyPev)dy = [ § - '], =
%[e —1]

Alternative:

Wenn man nicht zeichnen will, kann man sich das ganze auch nur an den Grenzen
iiberlegen:

0 <z <1und z <y <1 sind die alten Grenzen. Wir wollen, dass die Integration
iiber y als letztes ausgefiihrt wird , deshalb diirfen die Grenzen fiir y nicht mehr von
x abhéngen. Wir iiberlegen: Was sind die minimalen und maximalen Werte fiir y? Es
sind wohl y=0flrc =0undy =1, also 0 <y < 1.

Um die Grenzen fiir x zu erhalten, betrachten wir die alten Grenzen fiir y: o <y <1
bedeutet z < y ; 0 < x gilt noch immer, weil die Untergrenze von x iiber keine
Gleichung mit y zusammenhéngt, also 0 < x < y. Dann fiihrt man das Integral mit
den neuen Grenzen und vertauschten Integrationen wie oben gezeigt aus.
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1 zb—x e Inz nx Fubini
(d) 0 Inz dx = fO [lnz} dr = f() [ lynz ] = fO f eyl dydx_ fO f l’yd de ™ =
b

I Jy avdady = [} 4 = In g

denn z¥ ist auf [0, 1] X [a, b] stetig und der Satz von Fubini ist anwendbar.
Aufgabe 5: Satz von Fubini

d fo fo (;y dxdy
Nebenrechnung (mit partieller Integration): [ ﬁd:p = = fy)g, - (Ify)g, dr = 2(3;:;)2 -

—x 1 1 —x

3 x+y>2 dz — y 2<x+y>2 = 2<w+y> T 2wy T Y 3 T )2

_ 1l _ 1
>f0 a:—l—y fO (1+y (1+y)2 dy [1+y]0 -2 1= 2

) fO fo Wdydl‘

—X

Y —
@ W = 2y

Nebenrechnung (mit partleller Integratlon | = @ +y CEemE dy = [ (x+y)3 _

1 _
S e dy Y S = 2(z+y>2 + 5 Y T = G

1
o et dx_fo oz dr =[5l =—3+1=+3

Der Satz von Fubini scheitert hier also. Deswegen kann es sich bei der Menge nicht um
einen Normalbereich handeln!

Aufgabe 6: Volumen und Schwerpunkt

Das Volumen betragt ein Achtel Kugelvolumens. Alternativ kénnte man das Volumen auch

durch das Integral
1 pw/2 pm/2
/ / / r2sin 0dOdpdr
o Jo 0

herleiten und kommt auf das selbe Ergebnis:
Vko=—=-=m 13 ==

Aufgrund der Symmetrie miissen alle Schwerpunktskoordinaten gleich sein: s, = s, = s,
Also wihlen wir die einfachste Komponente und erhalten:

6 6 1 w/2 w/2
8, = / zdrdydz = / dr/ d9/ dip(r® sin§)(r cos0) =~
T JK ™ Jo 0 0

Der Schwerpunkt ist somit

3
=—-(1,1,1
S 8(77)

Aufgabe 7: Tragheitsmoment einer Kugel

Wir benutzen die angegebene Formel und schreiben dV mithilfe des Transformationssatzes
um in dV = dxdydz = r?sin0drdfde (Transformation in Kugelkoordinaten). AuRerdem
werden auch z = rsinfcosp und y = rsinfsin ¢ durch Kugelkoordinaten ausgedriickt.
Schliefslich muss man nur noch die richtigen Integrationsgrenzen setzen:

2w
I, = p/ (2% +yH)dV = p/ / / ((r sin § cos ¢)? + (7 sin # sin 90)2> 2 sin OdOdpdr =
1% 0 5



fopemom R p2r pm
= p/ / / ’]"4(Si1’l 0)3(COS2 © + Sin2 w)d@dwdr — p/ / / 7“4(Sin 9)3d0dgpd’r _
0 0 0 0 0 0

5 s 5 3

2 & 2 & 2 1 T 2 4
= MR5/ (sin 0)%df = 7TpR5/ sin 0(1—cos® §)df = PR |—cosf+ - cos®0| = LR
5 0 5 0 3
Die Massendichte p berechnet man so:
_ M _ M
p = vV %ﬂ.Rs

und setzt den Ausdruck in I, ein und erhélt, was zu erwarten war:

2
=1, = 5MR?

Aufgabe 8: Rotationsflache

(a) Die Gramsche Determinante ist

Gy :V —[0,00)

€ \/det DU(ETD(¢)
Wir brauchen also zunéchst einmal
1 0
8(\111, Vs, \113) .
DU(t,p) = ———— = | f/(t)cosp —f(t)sin
(t ) ) f'(t)cosp  —f(t)singp

ft)sing  f(t)cosyp

wie sich direkt aus der Definition der Parametrisierung ergibt. Dies setzt man nun in
die Definition der Gramschen Determinante ein:

1 0
1 f(t)cosep f'(t)sing , .
Gy = |det ( L ) sin ) f'(t)cosp —f(t)sing | =
0 f(t> sm @ f(t) COs ¢ f/(t) sin @ f(t) cos ¢

1(4\2
_ \/det (”{;(t) f(2)2> — FOVTF )2

(b) Es entsteht ein Doppelkegel mit Spitze im Ursprung.
(c) Ganz elementar wie in der Schule: Viege = %R27Th

wobei h = 2 wegen den vorgegebenen Grenzen und R = 1, da z(z) = 2z.
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(d) Einsetzen in das Integral mit I = [—2,2] und f'(¢) = 2 und unter Beachtung der
Symmetrie des Intervalls:

/ dS(z) =227 /2 FON1+ f(t)2dt = 4r /2 2t\/1 + 4dt = 4V/5 [t2]§ =16V5
M 0

0



