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Differentialgleichungen

Aufgabe 1)

Gegeben sei die lineare Differentialgleichung: y® — 4y"" + 7y" — 6y’ + 2y =0
a) Welche Dimension hat diese DGL?

[Jo [ [z [Js [ [ls

b) Welche Funktionen 16sen diese DGL?

I:lex I:lxex Dexcos(x) |:|exsin(x) Dex(sin(x)—cos(x)) |:|0

c) Wie lautet die Menge aller Losungen der Gleichung:
y® — 4y 4 Ty — 6y + 2y =272

Aufgabe 2)

Reduzieren Sie die Differentialgleichung X(t) — x(t) — 6x(t) = 0 auf eine DGL 1.
Ordnung und 16sen Sie diese mit Hilfe des Matrixexponentials zu den Anfangswerten
x(0) = 5,%(0) = 5. Uberpriifen Sie die Richtigkeit der Ergebnisse.

Aufgabe 3)

a) Geben Sie ein Fundamentalsystem zur Differentialgleichung
1 .. 1. 1 ..
EX(I’) - ZX(t) + EX(t) = b fir b = 0 an.




b) Losen Sie die inhomogene DGL fiir b = % zu den Anfangswerten x(0) = %, x(0) = %

Aufgabe 4)

Gegeben ist das lineare Differentialgleichungssystem

X1=x1+x2+3x3
562=X2—2X3

X3=X3

a) Geben Sie die Funktionalmatrix A an.

b) Losen Sie das DGL-System mit Hilfe des Matrixexponentials zum Anfangswert

1
x(0,0,0) = (1)
1

Aufgabe 5)

Geben Sie alle Losungen zu folgenden Differentialgleichungen an:

a) x(t)x'(t) = 12t

YN _ L (x N ,2
b) (y(x)) - 4(y(x)) 4x
—x _ In(x) 1
Y@ YW

c) x



Ubungsaufgaben zur Differentialrechnung

FUR DIENSTAG, 15.9.09
VON CARLA ZENSEN

Aufgabe 1: Definitionen

a) Sei f:R®— R, f € C(R?)
Wie ist 6%1 f(z) definiert? Wie ist die Funktion 6%1 f definiert? Was ist der Unterschied?

b) f:R? x R\ {0} — R, f(:v,y,z)zle a=(1,2,3)
Berechne

© 0uf(x,y.2), Oyf(w,y,2), 0:f(%,y,2), 040 f(w,y, 2), 0.0, f(x,y,2)
e den Gradienten V f(a) im Punkt a

Ist die Funktion stetig auf R3? Ist sie dort iiberall differenzierbar?

c) f:D—W, f(x,y) :cosln%
Bestimme die Definitionsmenge D und Wertemenge W dieser Funktion und berechne fiir
diese Punkte die ersten partiellen Ableitungen, den Gradienten und die Richtungsableitung
in Richtung (1, —2)!

d) f:R?* = R? f(z1,22) = (v +y,Inzy)
Berechne die Ableitung von f im Punkt (z, yo)!

Aufgabe 2: Gradient und Ho6henlinien

Gegeben ist die Funktion
fiRP=R, flr,y)==z-y

a) Beschreibe die durch f gegebene Fliache durch Skizzieren der Hohenlinien!
b) Berechne den Gradienten von f und skizziere auch diesen.

¢) Bestimme die Tangente an die Hohenlinie im Punkt (xg,y9) und zeige, dass diese immer
senkrecht zum Gradienten in diesem Punkt steht.

d) Im Punkt (xg,yo, f(x0,%0)) wird ein sehr langsam kriechendes Oltropfchen auf die Fliche
gesetzt, wobei seine Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 ist. Welche Bahnkurve beschreibt es
bei seiner kriechenden Fortbewegung?

Hinweis: Die Bewegung wird nédherungsweise durch folgende DGL beschrieben:

() =—a¥ sta)

Y

Lose die DGL mit x(0) = x¢ und y(0) = yo und finde die entsprechende Bahnkurve y(x)
durch Elimierung der Zeit aus der Lésung (x(t),y(t)) der DGL



Aufgabe 3: Partielle Differenzierbarkeit

Ist g : R? — R stetig? Ist diese Funktion partiell differenzierbar?

(@ +y?)sin o1 (x,9) # (0,0)
f(””’y)‘{ o " ey = (0.0)

Aufgabe 4: Differenzierbarkeit

a) Sei U C R"™ offen, und sei f : U — R™. Welche Aussagen sind richtig in einem Punkt
xg € U?

f ist total differenzierbar in xg. = f ist stetig in zg

f ist partiell differenzierbar in xg = f ist stetig in x¢

f ist partiell differenzierbar in g = f ist total differenzierbar in xg

f ist stetig partiell differenzierbar in zy = f ist stetig in xq

f ist total differenzierbar in xy = f ist partiell differenzierbar in x

Richtungsabl. fiir beliebige Richtung ex. in xy = f ist stetig partiell differenzierbar

y2 .
b) fla) =4 Ve T T 70
0 fir =0

e Man berechne die Richtungsableitung im Punkt a = (0,0) und fiir die Richtung v =
(Ul,vz) mit |U‘ =1

Dy f(a) = ]é%f(a—i—hl;z)_f(a) —

e Leite aus der Existenz der Richtungsableitungen die partiellen Ableitungen im Ur-
sprung her (Begriindung verlangt!) und gib den Gradienten an!

Vf(a)=
e Zeige, dass f im Ursprung nicht total differenzierbar ist!
Hinweis:
Benutze die Definition der totalen Ableitung liﬂglf(ﬂy)*f'(ljﬁ)*l)f(x)y' = 0 und wéhle
y—)
Y :(h7h)
e [st f im Ursprung also unstetig?
0 Ja  Nein 1 Kann man ohne weitere Rechnung nicht sagen

Aufgabe 5: Summenregel

Zeige die Summenregel D(f + g)(x) = Df(xz) + Dg(x) und vergiss nicht, die notwendigen Vor-
raussetzungen zu treffen! Hinweis: Definition der totalen Ableitung benutzen!

Aufgabe 6: Kettenregel

1 1T j—
142
f . T2 — ( o ) g . <y1) — yslln 1/2
s o Y2 y1
In y9

a) Berechne Df(x), Dg(x), D(go f)(z) allgemein
b) Berechne D(go f)(x) im Punkt (Z,e,1)



