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1. (Freie und gebundene Zusténde des d-Potentials)

Gegeben sei das Potential
V(z) = —Fi(z) F>0,zeR

(a) Suchen Sie die gebundenen Losungen (E < 0 ), die an dem 0-férmigen Potential
lokalisiert sind.

(b) Betrachten Sie nun ungebundene Zustinde (E > 0). Untersuchen Sie die Streuung
einer von —oo in Richtung +oo laufenden ebenen Welle an diesem Potential indem
Sie den Reflexion- und Transmissionskoeffizienten bestimmen.

Losung:

(a) Sei

o(k) = % / " p(a)etdn

die Fouriertransformierte von v (x).
Dann gilt nach Fouriertransformation der Schrodingergleichung:

R, F B
gk 0R) = —=(0) = Eo(k)
_ 2mFy(0) 1

¢(k) =

vor R (I

Fiir gebundene Zusténde gilt: £ < 0 und wir kdnnen somit folgendermafen abkiirzen:

2mE
a2::—%>0 mit o >0
mF(0) [ ek
— dk
¥(z) h2m / k2 + o2
Wir berechen
% ikx
e
——dk
/ k2 + a2

in dem wir in die komplexe k-Ebene {ibergehen. Fiir x > 0 fiihren wir das Integral
tiber die positive Halbebene mit Im(k) > 0 aus:

e}

ikx ikx —ax
e . (& e T _ox
/ —kz + az dk = QWZReSia (k}Q + &2> - 2772 220{ = ae

—00




Analog erhdlt man fiir z < 0 nach einer Integration iiber die negative Halbebene

i ikx ikx ox
(& . (& . € T Loz
/ mdk = —27TZR€S_Z‘Q <m) = —271'2_27:& = ae

—00

Also erhalten wir insgesamt

me(O) —alz|
iy
Setzt man x = 0 ein, so erhélt man
1_mF_ mF N _ mF N mF?
R o 9mE TR 2R
h?y ) —=5

Also hat die Wellenfunktion folgende Form:
Y(z) = P(0)e
(

Wir berechnen ¢(0) aus der Normierungsbedingung:

i 1 VmF
L= w0 [ e s = 2002y = 100)] = va =Y
o(a) = L3
Alternativ: Wir integrierern die Schrédingergleichung
I a) — Fo(a)il@) = Bv(a)
2m B

iiber das Intervall (—¢,¢) und bilden dann lim._,g

——hm/ Y (z) — Flim 65(1:)7,0(@ = Ehm/ v(x

2m e—0 e—0 e e—0

/ / —
T im('(e) — /() ~ Fu(0) =
Wir erhalten fiir die Sprunghohe der Ableitung der Wellenfunktion.

lim(¥/(e) — ¥/(—2)) = — 2y (0) 1

e—0 h2

Fiir x # 0 erhalten wir fiir einen gebundenen Zustand:
h2

—%2/1”(1’) = Ey(x) E <0

mit der allgemeinen Losung

() = Ae®® + Be™* mit a=1/—F>—€R

Wir teilen nun R in Bereiche I (mit 2 < 0) und II (mit « > 0) auf und bestimmen
fiir jeden Bereich separat die Losung. Aufgrund der Normierbarkeit muss gelten:

Yr(zr) = Ae™® Yr(x) = Be™ ™



Aus der Stetigkeit der Wellenfunktion
¥r(0) = ¢11(0) = A=2B
Aus der Sprunghohe der Ableitung
¥11(0) = ¢97(0) = —aA —aA
Mit Gleichung (1) erhalten wir

2mFA 2mEF mE?
2 TS TR TR T

—20A = —

Aus der Normierungsbedingung

T -~ 1 vVmF
1=|A]? / e~ 20kl gy = 2|A|2% = Al = Va= —

Die endgiiltige Losung lautet somit

vmF

bla) = T—e

Wir betrachten nun den Fall £ > 0. In diesem Fall sind Lésungen der Schrodinger-
gleichung mit x # 0:

. , 2mkE
Y(z) = Ae™™ 4 Be ik mit k =4/ Ti; €R

Wir teilen nun R wieder in Bereiche I (mit z < 0) und II (mit > 0) auf und
betrachten jeden Bereich separat. Unter der Voraussetzung, dass wir eine von links
einlaufenden Welle haben, folgt analog zur Aufgabe 1.2:

wl(m) — Aeik:p_i_Befikx

7/Jll($) — C«eikw

Da die Wellenfunktion nicht nach unserer Standartkonvention fiir lokalisierte Teil-
chen normierbar sind, betrachten wir nur Verhiltnisse von Reflexion und Transmis-
sion relativ zum einfallenden Strahl. Wir kénnen somit ansetzen:

w[(x) — eikac + Re—ikm
wll(x) — Tez‘k:p

Aus der Stetigkeit der Wellenfunktion
w](O) :wn(O) =1+R=T

Aus der Sprunghohe der Ableitung

Ur0) = 95(0) = ==-T = ik(T—1+B)=——7T
Die Losung des Gleichungssystems in R und 7' ist gegeben durch:
R = _27;;2F 21k

Y R T—= -
2l 2ik 2l + 2ik



Nach Aufgabe 1.1 ist fiir ein Teilchen mit Wellenfunktion
¢(I) — Ae:l:z‘km
die Stromdichte gegeben durch
. hk
j(x) = £|AP—
m

So erhalten wir

Jine TR R i T m2F? 1 bR
2. (Gestorter Potentialtopf)

>7'6 2F2 ) rans h4k2
Lo RP = i

Gegeben sei ein unendlich hoher, eindimensionaler Potentialtopf mit

V(a:):{ 0 ze€l0,d

o0 sonst

(a) Berechnen Sie die Energieeigenwerte und die Wellenfunktionen der Eigenzusténde
von Hy = 5=p* + V()
(b) Nun wird Hy durch eine 6-férmiges Storung der Form
H =bo(x — a/2)

gestort. Berechnen Sie die Energiekorrektur in erster Ordnung Stérungstheorie und
begriinden Sie, warum die Energieeigenwerte mit geradem n nicht durch die Storung
beeinflusst werden.

Losung:

(a) Fiir x < 0 und > a erhalten wir ¢» = 0. Wir betrachten den Bereich x € [0,al: es

gilt
h2 "
—%?/f (z) = EY(z) £E>0
Y(x) = Acos(kx) + Bsin(kx) k= Q;TE €R

Stetigkeitsbedingung bei z = 0:

0 =1(0) = Acos(0) + Bsin(0) =A=0
Stetigkeitsbedingung bei = = a:

0 =4 (a) = Bsin(ka)

Da B nicht verschwinden darf, muss Bsin(ka) = 0 gelten. Somit erhalten wir nur
fiir die Wellenzahl nur diskrete Werte k,, mit
n?h*m?

2ma?

k,a = nm E, =

Nach der Normierung

“1 2
| = Bsin(ka)|BJ? sin(kya)dz — \B|2/ : {1 _ cos(ﬂx)] dr = |B*S
0 a

erhalten wir die endgiiltige Wellenfunktion:

Yn(z) = \/g sin (%%)



(b) Wir verwenden die Abkiirzung |ng) := [¢,,) wobei |1),,) die Eigenzustinde des unge-
storten Hamiltonoperators Hj sind. Die Energiekorrekturen 1. Ordnung sind gegeben

durch:
2, [ 2
EY = (no|Hi|no) = —b/ sin® (Hx> b <;c - 2) dr = 2= sin? <T>
@ Jo a 2 a 2
Es gilt
B — 20 gin? (H) _ )0 falls n gerade
! a 2 2 falls n ungerade

Fiir gerade n sind also in erster Ordnung Storungstheorie die Energieeigenwerte
unbeeinflusst. Dies lésst sich dadurch erklaren, dass fiir gerade n die Wellenfunktion
an der Stelle z = a/2 den Wert 0 annimmt. Das heift, dass das Teilchen dort die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit 0 hat und somit vom Stéroperator nichts ,spiirt”.

3. Gegeben sei der Hamiltonoperator
1 &

4. (Kommutatoren)

Gegeben sei der Hamiltonoperator

1 &,
2m —

(a) Berechnen Sie den Kommutator [H, zx] mit k € {1,...,n}.
(b) Berechnen Sie den Kommutator [H, pg] mit k& € {1,...,n}.

Losung:

(a) Wir verwenden die Kommutatorbeziehungen: [xy, z;] =0, [pr,p;] = 0 und [z, p;] =
ihdy; sowie die Rechenregel
[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B
Es gilt

= 1 =~ 1 h
(H, 1] = [ZO %pz’xk] = ZO o | Pi [y, wk] + [pj, 2] pj | = —%pk
= 7= —ihd
(b) Sei f eine differenzierbare Funktion, ¢ eine beliebige Versuchswellenfunktion. Dann
gilt
[f(@),plv = [flx)(=ihdy)y — (—ihdy) (f (x)V)
= f(@)(=ihd:)p — f(x)(=ihdy ) + ih(0: f ()¢
= ih(0x f ()
Also [f(x),p,] = ihgL
Daraus folgt:
ov

Hop] = V(@1 ) pe] = i



