1 Drehimpuls

Wir werden im folgenden dreidimensionale Probleme der Quantenmechanik behandeln. Ein wichtiger Begriff dabei ist
der Drchimpuls. Wir werden zuerst dic Definition des quantenmechanischen Drehimpulses anhand der Definition des
Bahndreheimpulses begriinden. Danach betrachten wir algebraische Eigenschaften des allgemeinen Drehimpulsoperators,
die nicht nur fitr den Bahndrehimpuls gelten.

1.1 Motivation fiir die Definition des Drehimpulses

In der klassischen Mechanik ist der Bahndrehimpuls eines Teilchens beziiglich des Koordinatenursprungs gegeben durch
L=rxp
Aufgrund des Korrespondenzprinzips ist es naheliegend, den quantenmechanischen Bahndrehimpuls folgendermaBen zu
definieren:
L=#xp
Das heifit

Le=yp. —2py  Ly=2po —2p. L. =ip, — 9p:
Aus Ubersichtlichkeitsgriinden (bzw. Faulheitsgriinden) lassen wir im folgenden " fiir Operatoren weg. Mit Hilfe der

Vertauschungsrelationen [x;, p;| = i/id,; lassen sich die fundamentalen Vertauschungsrelationen fiir den Bahndrehimpuls
herleiten:

[LayLy) = ihL.  |Ly,L;) =ikl  [L.,Lg] =ihL,  Merkregel: L x L = iAiL (1)

1.2 Algebraische Eigenschaften des Drehimpulses

Nun betrachien wir allgemeine Eigenschaften von Drehimpulsoperatoren. Diese Eigenschaften werden wir spiter an Bei-
spielen und Ubungsaufgaben veranschaulichen. Die in diesem Abschnitt betrachteten Eigenschaften beruhen auf die al
gebraische Eigenschafien des Drehimpulses und gelten deshalb nicht nur fiir den Bahndrehimpuls, sondern -wie wir bald
schen werden- fiir jeden Drehimpuls (z.B. Spin, Gesamtdrehimpuls)

Allgemein versteht man unter einem Drehimpulsoperator einen vektorwertigen Operator L = (L, Ly, L:)T, dessen
Komponenten folgenden Vertauschungsrelationen geniigen:

(L, Ly = thL: Ly, L] = ihL, (L., Lz} = ikL, (2)
Auflerdem werden wir aus praktischen Griinden noch folgende Operatoren definieren:

Drehimpulsquadrat: L% = L2 + L2 + 2 (3)
Leiteroperatoren: Ly = L, +iL, 4

Es gelten folgende wichtige Kommutatorrelationen:

[Lz,Li] =0 fir ¢ {z,y, 2} (3)

[L%,Ls]=0  [L,Lsl==%hLs  [Ly,L_]=2AL, ©

Die Gleichungen (5) bedeutet physikalisch, dass das Quadrat des Drehimpulses (d.h. sein absoluter Betrag) gleichzeitig
mit einer Komponente messbar sind. O.B.d.A betrachten wir die z —Komponente (wir hiitten genaus so z oder y wiihlen
konnen, aber in den meisten Lehrbiichern wihit man standardmiaBig die z—Komponente). Wegen [L?, L,] = 0 existieren
gemeinsame Eigenzustinde von L2 und L.. Sei nun f1/) ein gemeinsamer Eigenzustand von L? und L., d.h.

Lilg) = M) La|w) = pl)

Man kann allein aus den oben aufgelisteten Vertauschungsrelationen zeigen (siche Anhang), dass A = A%l(l + 1) und
4 = lin gilt. Wir halten also folgendes fest:




1.3 Bahndrchimpuls

1. Die drei Komponenten des quantenmechanischen Drehimpulses sind nicht gleichzeitig messbar. Der Drehimpuls
unterscheidet sich in dieser Hinsicht wesentlich vom Impuls, dessen drei Komponenten gleichzeitig messbar sind.

2. Wihrend in der klassischen Mechanik der Drehimpuls eines Teilchens, das sich in einem kugelsymmetrischen Po-
tential (Zentralkrafifeld) bewegt, nach Betrag und Richtung zeitlich konstant ist und daher alle drei Komponenten
wohldefinierie Werte haben, sagt die quantenmechanische Beschreibung, dass zwar das Betragsquadrat des Dre-
himpulses zeitlich konstant ist, dass aber von seinen drei Komponenten nur eine einen zeitlich konstanten Messwert
hat, wiihrend die beiden anderen Komponenten einzein nicht gleichzeitig messbar und daher nicht exakt bestimmbar
sind.

3. Die gemeinsamen Eigenzustinde |{, m} := |t/;,,) von L? und L. sind durch die Drehimpulsquantenzahl { und die
Azimutal- bzw. magnetische Quantenzahl m charakterisiert, es gilt

L2, m) = R + )ll,m) L. [lm) = hm|l,m) (7)

4. Aus den fundamentalen Vertauschungsrelationen fiir Drehimpulse (L., L,| = iRL, (und zylisch) lisst sich herlei-
ten, dass 21 4 1 eine ganze Zahl und somit [ ein nichi-negatives Vielfaches von % ist. Fiir jeden Wert von [ gibt es
2! + 1 erlaubte Werte fiir m, die von —{ bis ! in ganzzahligen Schritten variieren. D.h.:

1
le {0, 5,1, %,2,...} fiirjedesl: m={(-0), (-{+1),..,1-1,1 (8)
5. Sei |I,m) := |1;n) €in gemeinsamer Eigenzustand von L2 und L, mit den zugehérigen Eigenwerten F21(1 + 1)

und fim, dann gilt mit L, = L, + 4L,

Lill,m)=A8/I(1+1) —m(m£1)}|l,m+1) )

Beachte, dass diese Eigenschaften allein aus den fundamentalen Vertauschungsrelationen des Drehimpulses (2) folgen.
Dabei sind |{,m) (abstrakte) gemeinsame Eigenzustinde von von L2 und L.. Die Eigenfunktionen selbst k&nnen aus
den Kommutatorrelationen nicht hergeleitelt werden, da wir nicht einmal spezifiziert haben, um welchen Drehimpuls es
sich handelt. Es ist zu beachten, dass die z—Achse von vornherein durch nichts ausgezeichnet ist. Daher ist es kiar, dass
man die gleichen Eigenwerte fiir L., L, und iiberhaupt fiir die Projektion n-S des Drehimpulses auf einen beliebigen
Richtungseinheitsvektor n erhilt. Im folgenden werden wir wichtige Spezialfille betrachten.

1.3 Bahndrehimpuls

Nun kommen wir zum Bahndrehimpuls des Motivationskapitels zuriick. Mit dem Impulsoperator im Ortsraum p = —iiV
hat der Bahndrehimpulsoperator L = r x p folgende Darstellung:

h a a h a d h d a
Lm—z(ya‘%) Ly z(’-‘am “’az) LZ_E(xa_y_yﬁ)

in Kugelkoordinaten

@ rsinfcosy
¥y | =1 rsinfsing
z 7 cos f

ist der Bahndrehimpulsoperator gegeben durch:

L, =ih (sin ’533_9 + cot 8 cos (p%) L,=1ih (— coscp% + cotﬂsingoa—‘?p) L; = --ih% (10)

Die Leiteroperatoren und das Drehimpulsquadrat haben folgende Darstellung in Kugelkoordinaten:

, L a 0
Ly = Ly +1iL, = hexp(+ip) (:I:% +icot 9%) (11)

ol



1.4 Spin

1 8 d 1 5
2 _ _p2 Yoingl ot 9N g2
L= -k (sin98951n966)+sin298<p2) R Ag (12)

d.h. L2 /(—K2) entspricht in Ortsdarstellung gerade dem Winkelanteil des dreidimensionalen Laplace-Operators:

_3_2_'_%24_1 _af_+ﬂ2+;3_2 —A+1A
Cor? 7 dr  r2\ 082  sinf 60 ' sin®h Op? Tz The

Das heiit, dass die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulsoperators gerade die Kugelflichenfunktionen sind:

1 204+1 (I —m)!

Yim (8. p) = i 5 (l+m)!P,m(cos ) exp(imyp) le{0,1,.}, m= 1.1 (13)
Es gilt:
L¥im(8,9) = B+ 1)Yim(0,0)  L.Yim(8,9) = hm¥ym(6.¢) (14)

Wir sehen also, dass die Parameter { und m, die in den Eigenwerigleichungen
Li,m) = R+ 1)L, m)  L,[lm) = hm|l,m)

die abstrakten Eigenzustinde charakterisierenden, im Fall des Bahndrehimpulses gerade die Parameter ! und m der Ku-
gelfdchenfunktionen sind. Daher sind fiir den speziellen Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Werte fiir die Bahndrehim-
pulsquantenzahl  und m zuliissig. (Allein nach den algebraischen Eigenschaften des Drehimpulses sind prinzipiell auch
halbzahlige Werte fiir { erlaubt). Fiir L, gelten noch folgende Kommutatorbeziehungen (entsprechende Relationen fiir L.
und L, erhilt man durch zyklische Vertauschung):

(L, x) = ihy [L;,y] = —iha Ly,z] =0

L., pz| = ilipy [L..py] = —thip, (Lz,p:]=0

1.4 Spin

In der klassischen Mechanik besitzt ein starrer Korper zwei verschiedene “Arten” von Drehimpulsen. Wihrend der Bahn
drehimpuls I = r X p mit der Bewegung des Massenmittelpunkies verkniipft ist, ist der Eigendrehimpuls verbunden mit
der Rotationsbewegung eines starren Korpers um den Massenmittelpunkt. In der Quanienmechanik hat ein Elektron eines
Atoms zusitzlich zum Bahndrehimpuls auch einen Eigendrehimpuls, der aber nur bedingt als Analogon des klassischen
Eigendrehimpuises eines starren Korpers betrachtet werden kann. Denn ein Elektron ist, so weit wir wissen, ein struk-
turloses, punkiférmiges Teilchen und der Eigendrehimpuls kann nicht auf Rotation der “Bestandteile” eines Elektrons
um den Schwerpunkt betrachtet werden. Den experimentellen Hinweis auf die Existenz eines intrinsischen Drehimpulses
(Spin) der Elekironen licferte historisch das Stern-Gerlach-Experiment.

Aufgrund der Tatsache, das der Spin genau so ein Drehimpuls ist, hat der Spin-Operator S die gleichen algebraischen
Eigenschafien eines allgemeinen Drehimpulses:

Fundamentale Kommutatorrelationen: [Sz, Syl = kS, [Sy, S:] = ihSy [S2,8:) = ihS, (15)
Quadrat des Spin-Operators: 8?2 =82+ Sf, + 52 (16)
Leiteroperatoren: S =8, 18, (I

Wichtige Kommutatorrelationen:
[§%,8] =0  fir ic {z,y, 2} (18)

8%, 54] = Sz, Sx] = +hSs  [S4,5_] = 2hS, (19)




1.4 Spin

Eigenwerte: S2|s,m) = Ks(s -+ 1)|s, m) S;|sm) = hm|s, m) (20
1 3 I

Quantenzahlen: s e {0. 5 1, 2-,2, } fiirjedes s: m=1(-s), (-s+1),..,5—1,s 2n

Eigenschaflen der Leiteroperatoren: Sils,m) = By/s(s+1)—m(m£1)s,m=+1) (22)

Beispiel 1 ( Spin—%-Sysrem) Gegeben sei ein Teilchen mit s = 1 /2.

1. Bestimmen Sie die Matrixdarstellung von 8%, 8., 5y, 8;, 51 und S_ in der Basis {|1) = |5, 1),|1) = 13, -4}
der gemeinsamen Eigenzustinde von 8% und S, an.

2. Welche Eigenwerte erhalten Sie, wenn Sie S, messen?

3. Ein Elektron befindet sich im einem allgemeinen Zustand |x) = a|1) + b| |} mit a,b £ T. Wie grof sind die
Wahrscheinlichkeiten, bei Messungen von S, und S, die jeweiligen Eigenwerte zu erhalten?

4. Bestimmen Sie dic Erwartungswerte (Sz), (Sy), (S2),{(S3), (S2) und (52), falls das Elektron sich im oben angege-
benen Zustand befindel.

LOSUNG:

1. Strategie: Da die Basisvektoren Eigenzustiinde von S? und S, sind, ist deren Matrix diagonal. Die Diagonaleintrige
erhalten wir aus der Beziehung (20)

= 2 4 A
SIDSRO=ELE D3 ID=%/a ) =kfhH=F 10
—1 24 _ 2 _4 -
SID=TI3-=RaEM)E D=1 WD=Sel§, 2)=E)E-D=E
2 =2
A 1 A 0O A
@)= (G Grem () @-E(3S)
GIEIy  GIFD 2 \0—4
Wir bestimmen mun die Matrixdarstellung der Operatoren S, und S_, da deren Wirkung auf die Basisvektoren
durch die Gleichung (22) gegeben sind. Um die Matrixelemente eines Operators A zu bestimmen, verwenden wir

(A) & Zelle Zuerst
'akgaouz@. Spdier

S =% 154 = B A(EH)- (“*4‘4)1> =0
S+“’>:€+, a.1> R\(aa‘” 4”)’5)‘3""0 JP':‘a: (>=k“>

(e = <<1l&l4> <HS+IL$) o A
s> Qs lid (o 0 wegen {1 [R11>=0

=S E D =R EE 2@ 2 41D =h 425 = ® I1Y
SS>=10

1

(A = (4)7) Herk-eae( .

se=k(5 o)




1.4 Spin

Daher lautet die Marrixdarstellung:

@-x(00) e (90)

Zum Schiuss konnen wir mit der Beziehung zwischen Sy, Sy und S auch die Matrixdarstellung von S, und S,
bestimmen.

: 1
S_t:.:‘;x'_{‘_(,gy = g)‘:i'a—(g_*-z-g_) Sy z‘;"{(g_,.‘-g-)

>eei(0) s E()

L

2. Wir bestimmen die Eigenwerte des Operators Sy durch Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms der Matrix:

2

0= dlet [(56) -ART = det (7, ) = X- %

= )\4 =+% )\:r"‘”JFL

2

!
=0

3. Die Wahrscheinlichkeiten, bei einer Messung von S, den Messwert lh. bzw. ——-h zu erhalten, sind gegeben durch
la? bzw. |b]2. Um die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir eine Messung von S, zu erhalten, miissen die
Eigenzustinde von Sy bestinmt werden.

- O A VN
Mtk s feo-MalEs > (35,50

- Gfe(cﬁbunﬁsscdo&m (_1.?/]22 j;’;lo) ~ (h(; ?) g) = U = (1)‘C

D nomiert = ,,L,,w = %(j) dh: Mewey = £ 1> +4-05) @

analog: M=%k = pgd=&(11>-pd)e
(Xi‘klz> sinel  die Ei%w%uﬁt'imde (V. 878 gx 22U E?emoderf‘ :l:jzl:
Wir stellen nun den Zustand |x) als Linearkombination der Eigenzustiinde von Sy dar:
@@ = |1 =F (awr > + 11- m) @—@ > 1= (s> = )
>=altd¢bli>= Q+b VY +8=2 IX xh Y

L i



1.4 Spin

Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten fiir das Erhalten der Eigenwerte bei einer Messung von S, sind somit:

o 2 A 2
Wahrscheinlichkeit fiir Eigenwert +5: |VOF-FQ[(&‘9(- OU lx*kln?' =7 la+b |

2
Wahrscheinlichkeit fiir Eigenwert —%: | - l )(_ﬁ]2>| = % la..b lz’

4. Am schnelisten lisst sich diese Aufgabe ldsen, indem wir die Matrixdarstellungen der Operatoren und den Koord:~
natenvekior des Zustands |x) beziiglich der Basis benutzen.

Dars{e!(unaomam?eu (6,6, (S2) wurolen bea&'?@(c& oler Basis T 11> 115}

auf geokeslt . B>=ald>+bl> = (&) ist koorctinateuvelidor vou X
foringlick olec Basis { [, 11}

(@* b*) (b) =§(a*b+qb*)=1iRe(a*b)

QA

e e

Wegen S =(sy) =(€3) = E; al =4 wepein Warmierung
2 2
)*‘2(" ‘i)(.%) < B (laf+lbR) =%y

Teilt man die in der Teilaufgabe (a) erhaltenen Matrizen durch %, erhilt man die PAULI’schen Spinmatrizen:

0 1 (0 —i /10
%2=11 0 RE T ==V o0 -1

Wir stellen noch die Eigenschaften der PAULI'schen Spinmatrizen zusammen:

tegeat- (9
det{a;) = -1

(04) 24
Tr(o;) = 0 firi=x,y,2
{ox,0y] = 2ic.  und zyklisch (25)
{0z,04} =0 und zyklisch (26)
00y = — 0,0, =10, und zyklisch 2D
fiir mit o vertauschbaren Vektorena,b: (¢-a){c-b})=a-bl+io-{a = b) (28)




.5 Magnetisches Moment

1.5 Magnetisches Moment

Eine klassische Ladung —e, dic sich mit dem Bahndrehimpuls L auf einer Kreisbahn bewegt, bildet eine Stromschleife mit
dem magnetischen Moment M = —32-L. Da es fiir den Spin keinen “klassischen Grenzfall” gibt (wie Stromschleife fiir
Bahndrehimpuls), muss die Beziehung zwischen (Spin-)Drehimpuls und das mit ihm verbundenen magnetische Moment
aus anderen Argumenten bezogen werden. Die relativistische Dirac-Gleichung liefert das Ergebnis

M = gﬁs 9=2 (29)

Tatséchlich liefert die quantenelekirodynamische Korrektor den Wert g = 2.0023193 fiir ein freies Elektron. In Materie
kann der effektive g-Faktor (auch gyromagnetischer Koelfizient) von der Umgebung des Elekirons abhiingen. Das magne-
tische Moment kann an ein duleres Magnetfeld koppeln. In Anwesenheit eines Magnetfeldes B ist der Hamiltonoperator
gegeben durch

] h
H=-M:-B = gﬁs -B = g'[;B 5B mit dem Bohr’sche Magneton: yp = ;ﬂi

1.6 Riaumliche Freiheitsgrade und Spin

Der Spin ist ein zusétzlicher Freiheitsgrad, der unabhiingig von den riumlichen Freiheitsgraden ist. Spin und Ort bzw.
Spin und Impuls kénnen gleichzeitig und unabhiingig voneinander schafte Werte haben. D.h.:

{S;',:Bj] =0 [Siapj] =0 [SilLJ] =0

Der Gesamitzusland wird aus dem Produkt von Orts- und Spmelgcnzuslanden aufgebaut. Um [ur ein Spin-5 i Teilchen den
allgemeinen Zustand |1/) zu bilden, kann man als Basis {|x}/x); x € R%, x € {1, 1}} withlen. Meistens verwendet man
die Projektion auf den Orisraum;

() = (OIT) + 9p- ()11

Die GroBe |.(x}|? gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein spin-up Teilchen an der Stelle x an.

1.7 Addition von Drehimpulsen

Um das Verhalten von einem Elektron mit Bahndrehimpuls L und Spin S, oder zwei Elektronen mit den zugehérigen Spins
S1 und S; zu untersuchen, muss man den Begriff des Gesamtdrehimpulses einfithren. Generell stellt sich das Problem,
ausgehend von zwei Drehimpulsoperatoren J; und J; die GréBe J = J; + Jo zu untersuchen.

Seien J; und J; miteinander kommutierende Drehimpulsoperatoren, d.h.

1. Fiir jeden Operator gelten die fundamentalen Kommutatorbeziehungen |Jy., Jy,| = iliJ); usw.

2. Die Operatoren kommutieren untereinander: [J;,, J23| = 0 o, 3 € {z,y, 2}
Dann gilt

1. J = Jy + J2 ist ebenfalls ein Drehimpulsoperator und erfiillt die fundamentalen Vertauschungsretationen (und
somit simtliche Eigenschaflen aus Abschnitt 2).

2. Der Produktzustand |j,, m1)| J2,mg) ist ein gemeinsamer Eigenzustand von J%, J;,,J3 und J5. mit den Eigenwer-
ten fi2 F1{F1 + 1), imy, h%52(42 + 1) und Ay,

3. Der Produktzustand |7, my}|j2, m2) ist ein Eigenzustand von J, = Jy, + Jo, zum Eigenwert h{rn) +ms3), jedoch
kein Eigenzustand von J2.

4. Das gesamte System wird vollstindig beschrieben durch die untereinander kommutierenden Operatoren
J? +Jz,J% und J2 mit den gemeinsamen Eigenzustéinden |7,m, 71, 32}




1.7 Addition von Drehimpulsen

5. Fiir den Wertebereich von j gilt: j=|7; — jal, 151 — Jo| + 1,0y + 2 — 1, 1 + o

Beispiel 2 Kopplung zweier Spin-3-Teilchen (DVP 2000, 2003)

Gegeben sei ein System aus zwei Spin- %—Teilchen. Bestimmen Sie die normierten gemeinsamen Eigenzustiinde von S und
S. und geben Sie die Eigenwerte an.

Lisung
Wir koppeln 81 und Sq mit 5, = % und Ss = % zum Gesamtspin 8 = Sy + So. Fiir die Spinguantenzahl S des
Gesamispins gilt nach Punkr 5;

S= 15, =S40, 5SS

S2 ldisst sich ausdriicken durch

=> S=0,S=4 4 Wmdlicke Werke fic S

S? =87 +82+28,-S; =8} + 82 +251.5. + 51.52_ +8_Say

Wir erinnern uns an die Gleichungen

Sz“! m) = lis(s + 1)|s, m}

Selsm) = kmls,m) und Sy |s,m) = h\/s(s + 1) — m(m £ 1)|s,m + 1)

fiir einen einzelnen Spin, dessen Eigenzustiinde von S, wir folgendermaflen abkiirzen:
[15= lsrd m=427 W= ls=4, mi=-1>

Wir betrachien die Wirkung von 0.B.d.A S2, Sy, und S+ auf einen einzelnen Spin:
Sy = S ERD ZE,  Se =R Gliy=0 SUn=RI

Wir bilden nun die Produkizustinde |s1,11)|52,m2), von denen wir insgesamt 4 Stiick haben und fiir welche wir
JSolgende Notation verwenden:

z R A Spin

[/M> = l',)‘ “>2 = |54=%,m‘=%5[82=-%[m,=12> ) QV}Q{Og'— HL> ] “4> ; “’L >

Nun berechnen wir die Wirkung von S* auf jeden dieser 4 Produktzustinde. Dabei ist zu beachten, dass Operatoren, die
z.B. einen Index | haben, nur auf den 1. Spin Auswirkungen haben,

—_ 1

SD‘[/I/D: Sil_;i1> 1 ggﬂ;‘> + 25,2 Soz |14>+S44SJ_|M>+S'_S2¢M> =
B+ YA + QB EEY 1+ (0) K [2LY 4R -0V [V 2 =221

22 = SE_L;LS + smwszsﬁ_g}ébjnw Su So IS+ ¢ sn 1> =

= FR A>T F Y 42 pHE)ID+ 00+ BRI =
= 1>+ /U4y

analog: S A= R U1 LS =R LD

cherkumﬁ sur  Notafioy - SM[4>,'=O-|?> =0

(1> beoloy et * Zutf()ﬁd exishert nichid.




1.7 Addition von Drehimpulsen

Das heifr, die Matrixdarstellung von S* beziiglich der Produktbasis ist gegeben durch:

2
A —Ot o ? B Af____ff—*_fer'fmah{x
o W ®, o ikt cdkagonal we
(=) - | | e
el o R RS0 2y = MDA
o o 0 2w 2> = 1S+ RE) 1Y

Wir sehen, dass |1)|1) und ||)|1) bereits Eigenzustiinde von S? zum Eigenwert 2h2 sind. Das heift, ihre Spingquantenzahl
ist § = 1 wegen 21% = K21(1 +1). |1)|L) und |1)|1) sind jedoch keine Eigenzustiinde von S2. Wir bestimmen nun eine
Linearkombinationen aus den letzteren Zustinden, die jeweils Eigenzustinde von S? sind. Dazu diagonalisieren wir die

Teilmatrix:
IR AN h") 2 2
o S50 S
S S=4 -tkl ~2RE 1—} —_ { A4
)\,,-——21&2 4(“0’&2 t Eigeuvethor ( h'lkr&zﬁl)v 0 = U =E( )
= E\‘geu%usfqnd ZUm Ei’%ww& 4(444)17(1 Pst ""‘(MWHM )
& 2= 0 !
A =0 = 6’('8“‘4\112 . EV: (?LR.&O Rz":O)q}z—-O =7 /OZ:JVE(”A)
= Eigeuzustord 2um Bgawverk  0(0+0I" sk = (1> 114> )

bemiplicd o newen Basis B 11> & (1D 1), (WY, 7 (109 -114d)!

(t
9 232 Y odle aul die
AR Rothen folge !
(Sl)ga - g 8
b
Barsfciﬁfmcpmqi-rlx 0
@wqum& ol

neuey Basis B
Wir bestimmen noch die Eigenwerte der neu gewonnenen Eigenzustéinde beziiglich S. T H =/

Sz l44> (Siet Sp0) UD (Rla+ ®R) [11) =t 1147

So 2 (IS +165) = oy +Ssa )T (M 4 W>) = (B +(-5) + C5)4E) Llimsetvt)

=0 = Oz (I>+1i1d) = M=o




S2 [l =(Su+S) D = (% +ENIS = *@“}L .
Sajﬁ(]/fb ~ L) = (%*% *{(—%)*% )é—:(MLHM)) = 0% T’if(wwqwx)
M=0

Wir fassen noch das Ergebnis zusammen:

Durck Berec&ruma d. Lineackombinafion aus olou Zushbnden (ud, 110>, M, WD
exhaltey wir neue Basiszustounle  beziiglich olor 2 d e ciagonal ginof -

(1147 ros=4 M

0+ p>) o 8= M
> S= M

M

L H=1U)

i

S‘ngﬂmn/c Teipleft ~ Zutbouele

I

o
—1

o

I

+

<=0 =0 "'_\O(PE hQunéec fogfe - 2(,{8%0(;«10{

L

2 Vielteilchensysteme

In diesem Kapitel werden wir grundlegende Eigenschaften von quantenmechanischen Vielteilchensystemen kennenlernen.
Betrachten wir beispieisweise ein nichtwechselwirkendes Zweiteilchensystem. Stellen wir uns vor, dass das Teilchen 1
im Einteilchenzustand [t} und das Teilchen im Einteilchenzustand |4/) befindet. Die Wellenfunktion 1(r1, r2), die das
Gesamtsystem beschreibt, ist aufgrund der Separierbarkeit der Schrédingergleichung ein einfaches Produkt

(r1,re) = Pa(r1)ths(r2)

Dies setzt jedoch voraus, dass die beiden Teilchen voneinander unterscheidbar sind. Sind diese nicht voneinander un-
terscheidbar, so kdnnen wir nur sagen, dass eines von den beiden Teilchen im Zusland [t,) und das andere im Zu-
stand [1/y) befindet. Das heiBt, dass die Wahrscheinlichkeit einen Gesamtzustand zu realisieren mit einem Teilchen im
Einteilchenzustand [4),) und einem Teilchen im Einteilchenzustand |y} unabhingig davon ist, “welches” Teilchen in
welchem Zustand befindet, d.h.:

[(r1,t2)? = [(re, r1)|? = ¥(r1,13) = €¥3(rs,11)

Aufgrund der Tatsache, dass zweimailige Vertauschung Wellenfunktion wieder die urspriingliche Form tiberfiihrt, muss
= 0 oder ¢ = 7 sein. Wir erhallen also zwei unterschiedliche Arten von Zweiteilchenwellenfunktionen

Va(ri,Ta) = (v, 1)

Diese Eigenschafi der Wellenfunktion nennt man Austauschsymmelrie. Die Theorie besagt, dass es zwei Arten von iden
tischen Teilchen gibt: die Bosonen, deren Austauschsymmetrie der Wellenfunktion durch “+” beschrieben wird und
Fermionen, deren Austauschsymmetrie der Wellenfunktion durch “—* beschrieben wird. Mit Hilfe der Produkiwellen-
funktionen kénnen solche Zweiteilchenwellenfunktionen konstruiert werden:

We(r1,r2) = AalrsJibp(re) £ y(r1)ve(r2)]

Eine wichtige Folgerung ist, dass zwei identische Fermionen sich nicht im gleichen Einteilchenzustand befinden kénnen.
Denn:

P (l‘l,l‘g) =4 [wa(rl)%(rz) - 'I.L’a(rl)'ﬁba(rZ)] =0

Dies ist das berithmte Pauli-Prinzip. Allerdings haben wir in der obigen Betrachtung den Spin nicht beriicksichtigt. Be-
riicksichtigt man den Spinfreiheitsgrad, so ist die Gesamtwellenfunktion ein Produki aus Orts- und Spinwellenfunktion.
Ausschlaggebend ist dabei die Austauschsymmetrie der Gesamtwellenfunktion. Fiir identische Fermionen muss die Ge-

samtwellenfunktion antisymmetrisch beziiglich Vertauschung der Teilchen sein. Ist z.B. die Ortswellenfunktion symme-
trisch, so muss die Spinwellenfunktion antisymmetrisch sein.
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