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3.1 Spin im zeitabhängigen Magnetfeld

Ein Spin-1
2
-Teilchen mit magnetischem Moment M = −g e

2m
S be�ndet sich in einem

zeitabhängigen Magnetfeld

B = B0ez +B1 cos(ωt)ex +B1 sin(ωt)ey

1. Benutzen Sie die Darstellung des Spinzustandes als Linearkombination |χ(t)〉 =
a(t)|↑〉 + b(t)|↓〉 und zeigen Sie, dass die zeitabhängigen Koe�zienten folgende Dif-
ferentialgleichung erfüllen:

i~
(
ȧ(t)

ḃ(t)

)
=
gµB
2

(
B0 B1e

−iωt

B1e
iωt −B0

)(
a(t)
b(t)

)
2. Um die Zeitentwicklung des Spins im Magnetfeld zu berechnen ist es günstig, eine

Koordinatentransformation U(t) durchzuführen. Wir betrachten den transformierten
Spinzustand |η〉 = α(t)|↑〉+ β(t)|↓〉 mit |η〉 = U(t)|χ〉 ⇔ |χ〉 = U+(t)|η〉. Zeigen
Sie durch einsetzen von |χ〉 = U+(t)|η〉 in die Zeitabhängige Schrödingergleichung
i~∂t|χ(t)〉 = H|χ(t)〉, dass für |η〉 folgende Gleichung gilt:

i~∂t|η〉 =
[
UHU+ − i~U(∂tU

+)
]
|η〉

dabei ist H der Hamiltonoperator im ursprünglichen System.

3. Benutzen Sie die Transformation

U(t) = e
i
~ωtSz =

(
e

1
2
iωt 0

0 e−
1
2
iωt

)
sowie die Gröÿenω0 und ω1 mit ~ω0 = gµBB0 und ~ω1 = gµBB1. Zeigen Sie, dass die
Koe�zienten α(t) und β(t) (in |η〉 = α(t)|↑〉+β(t)|↓〉) folgende Di�erentialgleichung
erfüllen:

i~
(
α̇(t)

β̇(t)

)
=

~
2

(
ω0 − ω ω1

ω1 −(ω0 − ω)

)(
α(t)
β(t)

)
(1)

4. Betrachten Sie nun den Resonanzfall ω0 = ω, bei dem die Frequenz des oszillieren-
den Magnetfeldes mit der freien Präzessionsfrequenz ω0 = gµBB0/~ im konstanten
Magnetfeld übereinstimmt. Zum Zeitpunkt t = 0 be�ndet sich das Teilchen im Ei-
genzustand von Sz zum Eigenwert +~/2. Bestimmen Sie die Zeitentwicklung dieses
Zustands, indem Sie die Gleichung (1) lösen. Zeigen Sie(

α(t)
β(t)

)
=

(
cos
(
ω1t
2

)
− sin

(
ω1t
2

) )
und bestimmen Sie daraus die Koe�zienten a(t), b(t) im ursprünglichen Koordina-
tensystem über(

a(t)
b(t)

)
=

(
e−

1
2
iωt 0

0 e
1
2
iωt

)
︸ ︷︷ ︸

U(t)

(
α(t)
β(t)

)



5. Berechnen Sie die Zeitentwicklung von 〈Sx〉, 〈Sy〉 und 〈Sz〉.

Lösung

1. Zeitabhängige Schrödingergleichung:

i~∂t|χ(t)〉 = H|χ(t)〉

Es ist

H =
gµB
~

S ·B =
gµB
~

(B0Sz +B1 cos(ωt)Sx +B1 sin(ωt)Sy)

Setzen wir |χ(t)〉 = a(t)|↑〉 + b(t)|↓〉 in die zeitabhängige Schrödingergleichung ein,
so erhalten wir

i~
(
ȧ(t)

ḃ(t)

)
=
gµB
2

(
B0 B1e

−iωt

B1e
iωt −B0

)(
a(t)
b(t)

)
Mit den Abkürzungen ~ω0 = gµBB0 und ~ω1 = gµBB1 erhalten wir

i~
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ȧ(t)

ḃ(t)

)
=

1

2
~
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ω0 ω1e
−iωt

ω1e
iωt −ω0

)(
a(t)
b(t)

)
2. Wir müssen die obige Gleichung lösen. Dies ist jedoch schwierig, da die Matrix zeit-

abhängig ist. Wir transformieren die Gleichung mit der angegebenen Transformation
U(t) . Wir setzen also

|η〉 = U(t)|χ〉 ⇔ |χ〉 = U+(t)|η〉 |η〉 = α(t)|↑〉+ β(t)|↓〉

Eingesetzt in die zeitabhängige Schrödingergleichung erhalten wir:

i~∂t
(
U+(t)|η〉

)
= H

(
U+(t)|η〉

)
U+i~∂t|η〉+ i~(∂tU

+)|η〉 = HU+|η〉

i~∂t|η〉 =
[
UHU+ − i~U(∂tU

+)
]
|η〉 (2)

3. Wir verwenden nun die angegebene Koordinatentransformation

U(t) = e
i
~ωtSz =

(
e

1
2
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iωt

)
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2
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0 e
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iωt

)
Es gilt
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Wir erhalten mit

UHU+ − i~U(∂tU
+) =

~
2

(
ω0 − ω ω1

ω1 −(ω0 − ω)

)
eine Di�erentialgleichung für (α(t), β(t))T :

i~
(
α̇(t)

β̇(t)

)
=

~
2

(
ω0 − ω ω1

ω1 −(ω0 − ω)

)(
α(t)
β(t)

)
4. Zum Zeitpunkt t = 0 ist |χ(0)〉 = | ↑〉, also a(0) = 1, b(0) = 0 . Somit ist der

Anfangswert für die obige Di�erentialgleichung |η(0)〉 = U(0)|χ(0)〉, also α(0) = 1
und β(0) = 0. Wir betrachten nun den Fall ω = ω0 und suchen die Lösung von(

α̇(t)

β̇(t)

)
= − i

2

(
0 ω1

ω1 0

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
α(t)
β(t)

)
mit

(
α(0)
β(0)

)
=

(
1
0

)

Wir bestimmen nun die Eigenwerte der Matrix A:

0 = det(A− λI) = det

(
−λ −iω1/2
−iω1/2 −λ

)
= λ2 +

ω2
1

4

⇒ λ1,2 = ± i
2
ω1

Wir bestimmen die Eigenvektoren:

v1 ∈ Kern

(
− i

2
ω1 − i

2
ω1

− i
2
ω1 − i

2
ω1

)
⇒ v1 =

1√
2

(
1
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)

v2 ∈ Kern

(
i
2
ω1 − i

2
ω1

− i
2
ω1

i
2
ω1

)
⇒ v2 =

1√
2

(
1
1

)
Wir stellen nun

(
α(0)
β(0)

)
=

(
1
0

)
als Linearkombination von v1und v2dar:

(
1
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)
= x

1√
2

(
1
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)
+ y

1√
2

(
1
1

)
x = y =

1√
2

also ist(
α(0)
β(0)

)
=

(
1
0

)
=

1

2

[(
1
−1

)
+

(
1
1

)]
Die Lösung lautet somit(
α(t)
β(t)

)
= eλ1tv1 + eλ2tv2 =

1

2
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2
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(
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)
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2
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2

)
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(
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2

) )
Transformieren wir mit |χ〉 = U+(t)|η〉 zurück, so erhalten wir(
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)
=
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5. Wir bestimmen nun die Erwartungswerte. Mit |χ(t)〉 = a(t)| ↑〉 + b(t)| ↓〉 sind sie
gegeben durch

〈Sx〉 = ~Re(a∗b) 〈Sy〉 = ~Im(a∗b) 〈Sz〉 =
~
2
(|a|2 − |b|2|)

also

〈Sx〉 = −~Re

[
cos

(
ω1t

2

)
sin

(
ω1t

2

)
eiωt
]

= −~
2

sin(ω1t) cos(ωt)

〈Sy〉 = −~Im

[
cos

(
ω1t

2

)
sin

(
ω1t

2

)
eiωt
]

= −~
2

sin(ω1t) sin(ωt)

〈Sz〉 =
~
2

[
cos2

(
ω1t

2

)
− sin2

(
ω1t

2

)]
=

~
2

cos(ω1t)

Der Vektor des Spin-Erwartungswertes 〈S〉 macht also eine Spiralförmige Bewegung.

3.2 Matrizen für Spin-3
2

Bestimmen Sie für Spin-3
2
-Teilchen die Matrixdarstellung der Spinoperatoren Sx, Sy und

Sz in der Basis der Eigenzustände von Sz.

Lösung

Wir kürzen die Notation für die Eigenzustände von Sz folgendermaÿen ab:

|α〉 :=

∣∣∣∣32 , 32
〉
, |β〉 :=

∣∣∣∣32 , 12
〉
, |γ〉 :=

∣∣∣∣32 ,−1

2

〉
, |δ〉 :=

∣∣∣∣32 ,−3

2

〉
Ein allgemeiner Spinzustand wird angegeben durch

|χ〉 = a|α〉+ b|β〉+ c|γ〉+ d|δ〉

Wobei (a, b, c, d)T der Koordinatenvektor von |χ〉 bezüglich der Basis {|α〉, |β〉, |γ〉, |δ〉}
ist. In dieser Basis ist Sz diagonal:

Sz =
~
2


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3


Wir bestimmen mit Hilfe der Beziehung S±|s,m〉 = ~

√
s(s+ 1)−m(m± 1)|s,m〉 die

Matrixdarstellung von Sx und Sy. Dabei bestimmen wir zuerst die Matrixdarstellung von
S±. Es gilt

S+|α〉 = 0 S+|β〉 =
√

3~|α〉 S+|γ〉 = 2~|β〉 S+|δ〉 =
√

3~|γ〉

also ist die Matrix von S+ gegeben durch

S+ = ~


0
√

3 0 0
0 0 2 0

0 0 0
√

3
0 0 0 0


Analog erhält man mit

S−|α〉 =
√

3~|β〉 S−|β〉 = 2~|γ〉 S−|γ〉 =
√

3~|δ〉 S−|δ〉 = 0



die Matrixdarstellung von S−:

S− = ~


0 0 0 0√
3 0 0 0

0 2 0 0

0 0
√

3 0


Somit erhalten wir:

Sx =
1

2
(S+ + S−) =

~
2


0
√

3 0 0√
3 0 2 0

0 2 0
√

3

0 0
√

3 0



Sy =
1

2i
(S+ − S−) =

i~
2


0 −

√
3 0 0√

3 0 −2 0

0 2 0 −
√

3

0 0
√

3 0


3.3 Spin im Magnetfeld (DVP 2006)

Gegeben sei ein ruhendes Elektron, welches sich im normierten Eigenzustand des Opera-
tors

Sy =
~
2

(
0 −i
i 0

)
mit Eigenwert +~

2
be�ndet. Die Quantisierungsachse ist die z-Achse, zu welcher die zu-

gehörigen Eigenzustände |↑〉 und |↓〉 lauten.

1. Drücken Sie den Zustand, in dem sich das Elektron be�ndet, durch |↑〉und |↓〉aus.
2. Betrachten Sie nun den Fall, dass sich das Elektron in einem konstanten Magnetfeld

B be�ndet, welches in z-Richtung zeigt, d.h. der zugehörige Hamilton-Operator hat
die Form

H = −µBSz mit Sz =
~
2

(
1 0
0 −1

)
Die zeitliche Entwicklung des Zustandes ist gegeben durch

|χ(t)〉 = a(t)|↑〉+ b(t)|↓〉

Berechnen Sie die zeitabhängigen Koe�zienten a(t) und b(t). Wie groÿ ist die Wahr-
scheinlichkeit, das Elektron nach der Zeit t im Zustand |↑〉 zu �nden?

3. Wann be�ndet sich das Elektron in dem Eigenzustand mit Eigenwert −~
2
bzgl. des

Operators Sy (Spin�ip)?

Lösung

1. Zunächst berechnen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren des Operators Sy. Diese
lauten:

Eigenwert: +
~
2

Eigenvektor:
1√
2

(
1
i

)
⇒ 1√

2
(|↑〉+ i|↓〉)



Eigenwert: − ~
2

Eigenvektor:
1√
2

(
1
−i

)
⇒ 1√

2
(|↑〉 − i|↓〉)

Also ist der Anfangszustand des Spins in der Aufgabe

|χ(0)〉 =
1√
2
(|↑〉+ i|↓〉)

2. Wir lösen die zeitabhängige Schrödingergleichung

i~∂t|χ(t)〉 = H|χ(t)〉

mit |χ(t)〉 = a(t)|↑〉+ b(t)|↓〉 und |χ(0)〉 = 1√
2
(|↑〉+ i|↓〉) Wir erhalten eine Di�eren-

tialgleichung in a(t) und b(t):

i~∂t
(
a(t)
b(t)

)
= −µB~

2

(
1 0
0 −1

)(
a(t)
b(t)

)
Dies sind zwei ungekoppelte gewöhnliche Di�erentialgleichungen erster Ordnung:

ȧ(t) = i
µB

2
a(t)

ḃ(t) = − i
µB

2
b(t)

Die Lösungen sind

a(t) = a(0)ei
µB
2
t =

1√
2
ei
µB
2
t b(t) = b(0)e−i

µB
2
t =

i√
2
e−i

µB
2
t

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron nach der Zeit t im Zustand |↑〉 zu �nden ist
somit

P (↑) = |a(t)|2 =
1

2

3. Nach der letzten Teilaufgabe ist

|χ(t)〉 =
1√
2
ei
µB
2
t|↑〉+ i√

2
e−i

µB
2
t|↓〉

Die Spin-Flip-Zeit tflip ist gegeben durch

|χ(tflip)〉 =
1√
2
ei
µB
2
tflip|↑〉+ i√

2
e−i

µB
2
tflip|↓〉 !

=

1√
2
(|↑〉 − i|↓〉

Da 1√
2
(|↑〉 − i|↓〉 der Eigenzustand von Sy zum Eigenwert −~

2
ist. Ein Spin-Flip ist

z.B. möglich, wenn tflip = π
µB

ist.

3.4 Spin-Kopplung

Ein System aus zwei Spin-1
2
-Teilchen wird durch einen Hamiltonoperator der Form

H = A(S1z + S2z) +BS1 · S2 A,B = const

beschrieben. Bestimmen Sie alle Energieniveaus des Systems. Hinweis: Sie müssen nicht

die Eigenzustände nochmals bestimmen. Wählen Sie als Basis die gemeinsamen Eigenzu-

stände von S2 = (S1 + S2)
2 , Sz, S2

1 und S2
2 aus dem Beispiel aus der Vorlesung.



Lösung

Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Operatoren S2 = (S1 + S2)
2 und Sz folgende

Eigenzustände besitzen:

|S = 1,M = 1〉 = |↑〉|↑〉

|S = 1,M = 0〉 =
1√
2
(|↑〉|↓〉+ |↓〉|↑〉)

|S = 1,M = −1〉 = |↓〉|↓〉

|S = 0,M = 0〉 =
1√
2
(|↑〉|↓〉 − |↓〉|↑〉)

Diese sind auch Eigenzustände von S2
1 und S2

2. Desweiteren gilt

S1 · S2 =
1

2

(
S2 − S2

1 − S2
2

)
Also erhalten wir

H = A(S1z + S2z) +BS1 · S2 = A(S1z + S2z) +
1

2
B
(
S2 − S2

1 − S2
2

)
und somit

H|S,M〉 =

{
A~M +

B

2

[
~2S(S + 1)− ~2 1

2

(
1

2
+ 1

)
− ~2 1

2

(
1

2
+ 1

)]}
|S,M〉

⇒ ES,M = A~M +
B~2

2

[
S(S + 1)− 3

2

]

3.5 Zwei Teilchen im Potentialtopf

Betrachten Sie zwei nichtwechselwirkende Teilchen, beide mit der Masse m, in einem
unendlichen hohen Potentialtopf (V (x) = 0 für 0 ≤ x ≤ a und ∞ sonst). Bestimmen Sie

1. die Wellenfunktion, den Energieeigenwert und die Entartung des Grundzustands und
des ersten angeregten Zustands, falls die Teilchen unterscheidbar sind.

2. die Wellenfunktion, den Energieeigenwert und die Entartung des Grundzustands und
des ersten angeregten Zustands, falls die Teilchen identische Bosonen sind.

3. die Wellenfunktion und den Energieeigenwert des Grundzustands, falls die Teilchen
identische Fermionen sind.

Lösung

Wir betrachten zwei nichtwechselwirkende Teilchen, beide mit der Masse m, in einem
unendlichen hohen Potentialtopf (V (x) = 0 für 0 ≤ x ≤ a und∞ sonst). Die Einteilchen-
wellenfunktionen lauten:

ψn(x) =

√
2

a
sin
(nπ
a
x
)

En = n2K mit K :=
π2~2

2ma2



1. Die Teilchen sind unterscheidbar, d.h. die Zweiteilchenwellenfunktion ist ein einfaches
Produkt

ψn1,n2(x1, x2) = ψn1(x1)ψn2(x2) En1,n2 = (n2
1 + n2

2)K

Der Grundzustand ist gegeben durch

ψ1,1 =
2

a
sin
(π
a
x1

)(π
a
x2

)
E1,1 = 2K

und ist nicht entartet. Der erste angeregte Zustand ist gegeben durch:

ψ1,2 =
2

a
sin
(π
a
x1

)(2π

a
x2

)
E1,2 = 5K

ψ2,1 =
2

a
sin

(
2π

a
x1

)(π
a
x2

)
E2,1 = 5K

Der erste angeregte Zustand ist somit zweifach entartet.

2. Die Teilchen sind identische Bosonen. Der Grundzustand ist gegenüber dem Fall mit
Unterscheidbarkeit unverändert, d.h.:

ψ =
2

a
sin
(π
a
x1

)(π
a
x2

)
E = 2K

Der erste angeregte Zustand ist nicht entartet und lautet

ψ =

√
2

a

[
sin
(π
a
x1

)(2π

a
x2

)
+ sin

(
2π

a
x1

)(π
a
x2

)]
E = 5K

3. Die Teilchen sind identische Fermionen, für die das Pauli-Prinzip gilt. Es gibt keinen
Zustand mit E = 2K. Der Grundzustand ist

ψ =

√
2

a

[
sin
(π
a
x1

)(2π

a
x2

)
− sin

(
2π

a
x1

)(π
a
x2

)]
E = 5K


