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FORMELSAMMLUNG

1. Eindimensionaler harmonischer Oszillator

(a) Analytische Behandlung:

h? 1
Hamiltonoperator: H=———0>+ —mwa*
2m 2
. 1
Energieeigenwerte: = hw (n + 5)

Analytische Losung:

mw\i 1 [mw | e 2 > d™ s
S thedh T hted -5 _(_1\ro¥t Sy
(b) Algebraische Behandlung:

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

1 1
a:= mwzx + ip), al = mwz — 4
V 2mhw ( P) T V2mhw ( P)
+ . [mhw +
Umkehrformeln: = (" +a), p=i (™ —a)

2mw

1
Hamiltonoperator: H = hw (a*a 4 §>

Wirkung auf Eigenzustande:
aln) = Vil —1) @l =VaTIn+1)  atan) = nln)

Vertauschungsrelationen: la,a*] =1 [H,a] = —hwa [H,a"]= hwa®
2. Dreidimensionale Probleme
(a) Separationsansatz fiir V(z,y, z) = Vi(x) + Va(y) + V3(2)

= Ansatz: ¢(x,y,2) = u(z)v(y)w(z) E=FE +FEy+ E3

B2
—5— (@) + Vi(@)u(r) = Erulz)
_;—mj—yZv(y) + Va(y)o(y) = Exv(y)
B



(b) Zweiteilchenproblem und Zentralpotential

h? h?
Hamiltonoperator fiir zwei Teilchen: H=——"——"A1+—As + V(x1,X2)
2m1 2m2

Zweiteilchenpotential hiangt nur vom Abstand ab: V(x1,Xs) = V(|x1 — x3|)

Schwerpunkts- und Relativbewegung:
miXi + meX mym
mi + mo mi1 + mao

Vereinfachung als Zentralpotentialproblem: V(x)=V(x]) =V(r)

= Ansatz: 6(ry.2) = U ¥i,(0, )

~—~—
R(r)
: . . R d? R+ 1)
Radiale Schrodingergleichung: <_EW +V(r)+ W) u(r) = Eu(r)

ZENTRALUBUNG

2.1 Harmonischer Oszillator und Zeitentwicklung

Ein Teilchen befindet sich im Potential des eindimensionalen harmonischen Oszillators

1
V(z) = §mw2x2

Die Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢t = 0 ist gegeben durch:
U(z,0) = A[31o(x) + 41)1 ()]
Dabei sind

i 1 L mw 2
on(z) = (22 mﬂn(,/%x)ew Ho(€) =1, Hi(6) =2, .

die normierten Wellenfunktionen der stationiren Zustinde des harmonischen Oszillators.

1. Bestimmen Sie die Normierungskonstante A. Hinweis: Sie miissen die Integrale nicht
explizit berechnen, fiihren Sie Symmetriebetrachtungen durch und benutzen Sie die
Tatsache, dass 1y und 1y bereits normiert sind.

2. Bestimmen Sie ¥(z,¢) und |V (z, )%

3. Berechnen Sie den Erwartungswert von x als Funktion der Zeit. Fihren Sie Symme-
triebetrachtungen durch und benutzen Sie [ a? exp(—a®2?)dx = /7 /(2a®).

4. Bestimmen Sie den Erwartungswert von p als Funktion der Zeit und iiberpriifen Sie
die Giiltigkeit des Ehrenfest’schen Theorems fiir diese Wellenfunktion.

Losung:
(Hinweis zur Notation: im folgenden wird [°°_ f(x)dx durch [ f(x)dx abgekiirzt.)

1. Wir bestimmen die Normierungskonstante:
L= [ 100G, 0)dz = AP [ (oluol + 126501 + 126700 + 16[un ) i =

= |AP9+0+0+15) =254 = A=1/5



2. Die Zeitentwicklung eines stationdren Zustands ist gegeben durch:

[a(t)) = €M1 (0))
Daraus folgt

1 —1 —i 1 —tw —3iw
U(z,t) = R [3¢0(2)e Eot/h 4 gapy (2)e Elt/h} =% [3¢ho(z)e V2 4 tafy (2)e™® t/z}
|\I/(ZE, 25)|2 _ % |:9wg + 12¢0w16+zwt/26—31wt/2 + 12w0¢16—1wt/26+31wt/2 + 16w%]

3. Wir berechnen den Erwartungswert von x

(z) =

2—15 {Q/xzﬁgdx—k 16/mbfdx+24cos(wt)/xwow1dx}

aus Symmetriegriinden verschwinden die ersten beiden Integrale. Man erhilt fiir

/ x¢0¢1dm / wlwe kg 7T_h72$6 %xz =
_ ‘/ﬂ/ Y i _
Th J_ 7h 2 \mw 2mw

Also ist

24 h

(x> - 2_5 2mw

cos(wt)

4. Wir bestimmen den Erwartungswert des Impulses:

d 24 [mwh .
(p) = m£<x) =5\ 3 sin(wt)

Nun {iberpriifen wir noch die Giiltigkeit des Ehrenfest’schen Theorems:

dp) i )
W Lo+ ()

Es ist (%) =0 und

[H,pl = {ﬁzf + V(flf),p} = [V(z), —ihd,) = z’ha‘gf)
Also ist
: oV (z) 2 524 h
ﬁ([H,p]) - < or > = —(mwr) = —mw? 5\ 2mw cos(wt) =
24 [mwh
Y — v cos(wt)

und

dip) d [ 24 [mwh 24 [mwh :
el ( 5 5 Sm(wt)> =3 Ta) cos(wt) = ﬁ<[HaP]>



2.2 Landau-Niveaus

Fiir ein freies Elektron der Ladung ¢ = —e (mit e > 0) im Magnetfeld ist der Hamil-
tonoperator gegeben durch

1 2
= — A 1
H=g—(p+eA) (1)
Dabei ist A das Vektorpotential. Bestimmen Sie fiir ein Vektorpotential der Form:
A= %B X X B = Be,
das Energiespektrum von H.

Losung:
Wir formen zuerst die Gleichung um. Es gilt:

1 1 1
A= §B X X = A:c = —§By, Ay = 581’, Az =0 (2)
1 eB \?* eB \?
H=5— (px —~ 73/) + (py + 71’) + 2
B 1(2+ 2)+6232(2+ 2>+eB( )+1 9
= 2m Py TPy 3m z Y om TPy Z/pr 2mpz
o H

Man beachte, dass die Umformung (px — %yy =p2— ZGBypx 2 Dz, y] =

0 zuléssig ist. Die Bewegung in z-Richtung ist von der in x- und y- Richtung unabhéngig
und die Wellenfunktion lisst sich separieren.

V(z,y,2) = (x,y)f(2) (3)

Fiiur die Bewegung in z-Richtung erhilt man die freie eindimensionale Schrédingerglei-
chung mit der Losung

1 ikyz : hzki
f(z) = P M2 it B, = E — B,y = - (4)

Wir betrachten nun die Energieeigenwerte von H,,. Mit der Abkiirzung w;, = eB/(2m)
ist H,, gegeben durch

1 1 1 1
Hay = |5~ —p5+ Qmwix2 + 2—py + meLy + wi(xpy — yps) (5)
Wir fithren nun folgende Operatoren ein
(i i), 0f = ———(mwrj—ip;)  J€{ry} (0)
aj = ———(mw ip;), af = ——=(mwrj — ip; x,
j Smhiog L) T P j T L] — WPj J Y
mit [a;,ax] = [a], a;f] = 0 und [a;, a)f] = 05 Es gilt
: (s~ ip) e (i1 + ip)
afa, = ———(mwrr — ip,) ————(mwrr +ip,) =
v 2mhwr, L b 2mhwr, L b
_ ! (m*wix® +imwy, (TP, — per) +p2) = L10 + lmw2x2 _ 1
2mhwr, L Nt S D S D N

ih



Um den Term wp(zp, — yp,) durch die Operatoren a und a™ auszudriicken, berechnen
wir die Umkehrung der Gleichung ({):

=\ @+ e, =iy ) - a)
Also ist
o= pe = || gl )iy 0 —ay) = (g )iy ) =
= —i(a)a, — a}a,)
Also lasst sich der Hamilton-Operator ausdriicken durch
Hyy = hwy, (aiam + a;ay +1—1 (aiay — a;az)) (7)

Wir machen eine erneute Substitution:
b=1/V2(a, —ia,)  b"=1/V2(a} +ia))
Es gilt:

1
b b =1/v2(af +ial)1/V2(a, —ia,) = 3 lafa, + afa, —i(ata, —afa,)]

also erhalten wir
1
Hyy = hwy, (2070 + 1) = huw, <b+b + 5) mit w, = 2wy, (8)

Dabei erfiillen die Operatoren
L. [b,bT] =1
2. [H,b] = —hw:b [H,b"] = hwbt

Dies entspricht dem in der Vorlesung diskutierten Problem des harmonischen Oszillators.
Die Energieeigenwerte lauten somit:

Euyr — (n + %) hw, neNU{0} (9)

2.3 Coulomb-Potential

Betrachten Sie ein einzelnes Elektron um einen Z-fach geladenen Kern. Das Problem
lasst sich nach Separation in Schwerpunkts- und Relativbewegung letzt sich letztere be-
schreiben als Bewegung eines Teilchens mit reduzierter Masse p im Coulomb-Potential
Ze?
dmegr

Vi(r) =

Nach Transformation der Schrodinger-Gleichung in Kugelkoordinaten erhilt man be-
kanntlich durch den Ansatz:

v(r.0,.¢) = "y, 0,0)

die radiale Schrédingergleichung:

2 72 2 1 702
_h_d_ + h l(l +1) — ¢ u(r) = Eu(r)
241 dr? 212 Amegr




1. Begriinden Sie, dass die Grofe

vV —=2uk
h

K =
fiir gebundene Zusténde reell ist und leiten Sie unter Verwendung von
2

nze und f(kr ) =u(r)

T = KT Tg= ———
2megh?k ~~

folgende reduzierte Form der Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten her:

() = 1_%+ l(l+1)

/()

x2

2. Wie verhilt sich f fir x — 0 und 2 — oo, wenn ¥(r,0,¢) = [f(kr)/r]| Yin(0, )
Wellenfunktion eines gebundenden Zustands darstellen soll. Bestimmen Sie dazu
Funktionen fy und f, die das Verhalten von f bei x — 0 und x — oo charakteri-
sieren.

3. Durch den Ansatz f(z) = fo(x)foo(x)v(z) erhidlt man folgende neue Differentialglei-
chung in v(z):

ov" (@) + 20+ 1 —2)v'(x) + [xo — 2(l + 1)] v(z) =0

Lésen Sie diese Differentialgleichung mit einen Potenzreihenansatz der Form:

o0

v(x) = Z a;z’

J=0

und begriinden Sie, dass die Reihe abbrechen muss (d.h. es existiert ein j,,q, sodass
Vk > jmar @ ar = 0) um eine physikalisch sinnvolle Wellenfunktion zu erhalten.
Bestimmen Sie aus der Abbruchsbedingung die Energieeigenwerte.

4. Bestimmen Sie fiir j,.. = 0 und [ = 0 die zugehorige normierte Wellenfunktion ¢
(Hinweis Yyo = const). Verwenden Sie dabei n := jya, + 1+ 1 und ap := 1/(kn).

Losung:
1. Die Radiale Schrodingergleichung lautet

(_h_2d_2 + P+ Ze ) u(r) = Eu(r) (10)

241 dr? 2412 4dmegr

Wir suchen “physikalisch sinnvolle” Losungen dieser Differentialgleichung. Wir divi-
dieren zuerst die Gleichung durch E:

R d? RA(L+1) Ze?
- - u(r) = ul)
2uE dr? 2uFEr? dmegEr

Wir fiihren folgende Substitution ein:

vV —2uE
h



Aufgrund der Tatsache, dass wir an gebundene Zusténde interessiert sind und diese
fiir £ < 0 existieren, ist k € R. Wir erhalten

1 & Zer 1 (l+1

L [y _pde L WDT,

k2 dr? 2megh?k (k) (kr)?

Wir fithren nun folgende Substitution durch

2

nze und f(rr ) =u(r)

T = Kr Tg= ———
2megh?k ~~

und konnen die obige Gleichung in eine iibersichtlichere Form {iberfiihren:

Py = [1- I(l+1)

x 2

/() (11)

2. Wir untersuchen das asymptotische Verhalten der Losung:

(a) Fiir + — ocerhalten wir

dd—QQfoo(x) = foo(x) = foolz) = Ae™" + Be®
T

Da die Wellenfunktion normierbar sein soll, muss B = 0 gelten. Also fo(z) o
e .
(b) Fiir z — 0 erhalten wir

I(141)

2

d2
@fo(l‘) = fo(z)

Diese ist eine EULER’sche Differentialgleichung, die mit dem Losungsansatz
fo(z) = Cz* gelost werden kann. Wir erhalten als allgemeine Losung

fo(x) = Ca'™ 4+ Dz™

Da f im Ursprung nicht divergieren darf, muss D = 0 gelten. Also fy(x) o< 2'FL.

3. Wir machen also folgenden Ansatz:
f(x) = fo(z) f(@)o(2) = 2'Te "0 ()
Es gilt
filx) = (1+D)alev(x) — 2 e v(a) + 2 e/ (z) = e [(1 + 1 — 2)v(z) + 20/ (2))]

(@) = (e —2le ™) [(1+ 1 — 2)v(x) + 20/ (2)] +
tale™ [(1 41— 2)0/(z) + 20" (2) — v(z) + ' (2)] =

e {1 s n -t (LY er a1 o -

= zle™™ { {M —2(l+ 1)+ a:] v(x) + 200+ 1 —2)](z) + xv”(x)}

T

Einsetzen in die Gleichung liefert

20" (2) +2(0+ 1 — 2)v'(x) + [xg — 2(L + 1)] v(z) =0 (12)



Um die Losung zu finden, machen wir einen Potenzreihenansatz

v(r) = Zajxj = ' (z) = Z(j+1)aj+1xj ="(z) = Zj(j+1)aj+1xj_1
=0 =0 =0

w(@) =Y jaw @) = 350+ Doy
=0 =0
eingesetzt in Gleichung erhalten wir:

> {06+ Dajo + 20+ 1) + Dajer — 2ja; + 1o — 2(1+ D] a;}2? =0

J=0

Um diese Gleichung zu erfiillen muss der Ausdruck in {} Null werden. Man erhélt
somit eine Beziehung zwischen a;; und a;:

204+1+1) —x
Gt = (j(ﬁ)(]: )zz T (13)
Fiir grofe j erhilt man:
2j 2 27
jHD; T g
und somit eine Lésung der Form

v(r) ~ e** = f(x) ~ 2l Te”

Ajt1 ~ (

welche im unendlichen divergiert. Um Normierbarkeit zu gewéhrleisten, muss die
Potenzreihe abbrechen, d.h. Es existiert ein j,,,, sodass Yk > Jpae @ ar = 0. D.h.
Aus der Rekursionsformel folgt somit:

2(Jmaz +1+1) —29=0 = 20 =2(Jmaz + 1+ 1)
Mit

2 2

wze wze
T = =
07 omeoh2s 2meghy/ —2mE
erhalten wir schliefslich die Energieeigenwerte:

pet 1 pet 1 uZe? 1
En = — - = — _— und = =
2(2me0h)? (Jmaz + 1+ 1)? 2(2meph)? n? Aweoh®n  apn
——

mit der Hauptquantenzahl n und dem Bohrradium ap.
4. Fir jpee = 0 und [ = 0 erhalten wir n = 1 und v(z) = ag
1
f(z) = apa™ e = u(r) = agkre ™" R(r) = _u(r) = qg—e /B
r ap

Wegen Yyg = const erhalten wir aus der Normierungsbedingung (mit A = agYo):

4 o0 4 3 [
1= / dr = |A|2—;T/ rle= /s gy = |A|2—;r (a—B) / s?e~%ds
R3 ap Jo ap \ 2 0

1
_ |A|2¥2! - A=

\/TTap

Wir erhalten somit die Grundzustandswellenfunktion

1 —-r/a
Y(r,0,p) = ——=ze "

2

ALG_T/QB
ap




AUFGABEN ZUM SELBSTSTANDIGEN UBEN

2.4 d-dimensionaler harmonischer Oszillator

Geben Sie die Energieeigenwerte und den jeweiligen Entartungsgrad eines isotropen d-
dimensionalen harmonischen Oszillators an, dessen Hamiltonoperator gegeben ist durch

d d
H:ﬁ;p?—k%uﬂ;x?

Lo6sung

Der Hamiltonoperator H lasst sich zerlegen in eine Summe von d Hamiltonoperatoren des
eindimensionalen harmonischen Oszillators. Die Gesamtenergie ist somit gegeben durch

d d
1 d 1
i=1 i=1

dabei ist N = n;+...+ng4. Wir wollen noch Entartungsgrad angeben, d.h. bei gegebenem
N die Anzahl der d-Tupeln (nq,...ng) mit N = n; +...+ ng. Dies ist dquivalent zu dem
Problem, N Kugeln auf einer Geraden in d Abschnitte mit je einer bestimmten Anzahl
von Kugeln zu teilen. z.B. N =7 und d = 3:

(n17n2,n3) = (2, 372) (71177127713) = (5, 0,2)

Es gibt also N + (d — 1) Plitze insgesamt fiir die N Kugeln und d — 1 Trennstriche.
Aus diesen N + (d — 1) Plitzen miissen wir also (d — 1) Plétze fiir die Striche auswih-
len, wobei die Vertauschung der Striche untereinander egal ist, da sich die Striche nicht
voneinander unterscheiden. Die Anzahl der Moglichkeiten ist somit gegeben durch den

Binomialkoeffizienten
N+d—-1 _(N+d—1)!
d—1 - (d—1)IN!

2.5 Harmonischer Oszillator und Zeitentwicklung (Klausur 2006)

Der Zustand eines eindimensionalen harmonischen Oszillators mit dem Hamiltonoperator

1 1
H= %pQ + §mw2x2

wird zur Zeit ¢ = 0 durch
WO) =Y caln)  eeC
n=0

beschrieben, wobei |n) der Eigenzustand von H zur Quantenzahl n bezeichnet. Nehmen
Sie an, dass (x);—g < oo gilt. Zeigen Sie, dass die Zeitentwicklung des Ortserwartungswerts
gegeben ist durch

() = (Q()]|(t)) = Acos [w(t —to)]

mit reellen Konstanten A und t;.



Lo6sung

Wir bestimmen zuerst die Zeitentwicklung von |¢):
[$(1)) = 3 cne H ) = 3 eqe” 2 n)
n=0 n=0

Nun berechnen wir x[i(t)). Dabei verwenden wir den Ortsoperator 2 durch die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperator aus und erinnern uns an die Eigenschaften von a und a™:

h
2mw

xr =

(at +a) aln) = v/njn — 1) atin) =vn+1n+1)

geR

) = D ene g (Vi ln+1) + valn - 1))

WOlelw®) = > e B0 (Vi T+ 1) + Va(|n — 1))

n,n'=0

= Z YCnCnpVn+1+ ge ™! Z genCpVn
n=0 n=1

oo o0

— ezth gcn_lc;i;\/ﬁ_'_e—zwti gCnC:(L_p/_: aezwt +a*e—zwt

n=1 n=1

o a*

wegen ()i—g < 00 ist |a| < co. Wir stellen « in Polarform dar:

a = |ale’ =: éei“’(_t(’)

2
und erhalten schlieflich

(W) ]xl(t)) = Acos [w (¢ = to)]

2.6 Sphérische Potentialtdpfe

1. Bestimmen Sie die [ = 0 Eigenzustdnde und deren Energieeigenwerte eines Teilchens
mit Masse m im unendlich hohen sphérischen Potentialtopf

V(T):{O’ firr<a

oo firr>a

2. Betrachten Sie nun den endlich hohen sphérischen Potentialtopf

Vi) = —Vo, ﬁ}rrﬁa
0 fiirr >a

Bestimmen Sie die Grundzustandswellenfunktion, indem Sie die radiale Schrédin-
gergleichung mit [ = 0 16sen. Zeigen Sie, dass es keine gebundenen Zustdnde gibt,
wenn Vopa? < w2h?/(8m) gilt.



Lo6sung
1. Bekanntlich liefert der Ansatz

Y(r,0,¢) = @Ylmwﬂo)

die radiale Schrodingergleichung,

(—;—m% +V(r)+ lgﬂ;?) u(r) = Eu(r)

welche wir nun fiir [ = 0 l6sen wollen. Fiir r > a ist u(r) = 0. Fiir r < a gilt:

d*u 2mFE 9 :
P R —k*u = u(r) = Asin(kr) + B cos(kr)

mit k := v2mE /h. Da R(r) = u(r)/r im Ursprung nicht divergieren darf, gilt B = 0.
Mit der Randbedingung u(a) = 0 erhalten wir
n?m2h?

2ma?

sin(ka) =0 = ka =nm = E,0=

Wegen Yy = const erhalten wir fiir die Eigenfunktionen

y A sin(nmr/a)
oo = A————"""

r

Die Normierungsbedingung

a 342
1= |A\247T/ wﬁdr = 27| A
0

r2

Also erhalten wir

1 sin(nnr/a)

wnOO =

2ma r

2. Fir r < aist u(r) = Asin(kr) mit k& = /2m(E + V) /h. Fir r > a hingegen
erhalten wir fiir einen gebundenen Zustand mit £ < 0:
d’u- 2m

A —ﬁEu> = ¢*us q:=vV-2mE/h = us(r)=Ce" + De 7"
”

Da Ce?" fiir r — oo divergiert und die Wellenfunktion nicht normierbar wére, erhal-
ten wir us. = De 9",
Stetigkeit von u beir =a: Asin(ka) = De 1
Stetigkeit von u' bei r =a: Akcos(ka) = —Dge

Dividiert man die zweite Gleichung durch die erste, so erhilt man

N
— cot(ka) a mVo/h

k k

Mit den Abkiirzungen z = ka und zq = 2mVjya?®/k%erhalten wir

—cot(z) =/ (20/2)? — 1



Wir 16sen diese Gleichung graphisch:

T

A

> 7

T/ T 27T Z,

Fiir zy < m/2 haben die beiden Kurven keinen Schnittpunkt, das heifst, es gibt keine
gebundenen Zustinde, wenn zy < 7/2 & Voa? < 7?h?/(8m)



