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Starre Korper (Losungen)

1 Bestimmung von Trigheitstensoren

Berechnen Sie die Komponenten [; des Tragheitstensors beziiglich des Schwerpunkts fiir folgende Korper:
e Eine Kugel mit Radius R mit einer in radialer Richtung quadratisch anwachsender Massendichte
p(r) = pr®
e Einen Zylinder mit Lénge L und Radius R mit homogener Massendichte p

Driicken Sie die Komponenten des Tragheitstensors durch die Gesamtmasse M aus.
LOsuNG:

e Kugel mit Radius und Dichte p(7) = pur?:
Wahl von Kugelkoordinaten sehr giinstig:

sin 6 cos ¢
=r| sinfsinep
cos

Fiir den Betrag des Vektors  gilt folglich: ||7]| = r
Der Schwerpunkt dieser Kugel liegt trotz einer nicht-konstanten Dichte im Mittelpunkt der Kugel,
da die Dichte nur von r abhéngt und sich in alle Richtungen gleich &ndert.

Berechnung der Komponenten I;: Es gilt:

I = /p(r)(rQ(Skl — xpxy)dV
v



Fiir die Komponente 7 gilt somit:

I1q

/ p(r) (12 — 23)dV

= / / / wr? r — r%sin? 6 cos? @)]r sin Odrdpdl

00g007

= / / / sm 6 — sin® 6 cos® cp)] drdpdf

0=0 p=07r=

— / / sin 6 — sin® 0 cos® @) | dipdf

0 Otp
R?
= M7 [(27rsin9 — msin® 9)] do
0=0

8 o7
Aufgrund der Kugelsymmetrie um den Schwerpunkt folgt, dass die Diagonalelemente gleich sind:
In=Iny = Iy = SnR”
11 = 122 = 33—217T H

Fiir die Nicht-Diagonal-Elemente gilt:

Ly=1n = /p(r)(—xlxg)dV
v

T

R
/ / / [,ur2 (—r2 sin? 6 cos @ sin cp)] 72 sin Odrdodd
0

0=0 p=0r=
= 0

(wg. ¢ Integration: cosz sinz = 1 sin(2z))
Wegen der Rotationssymmetrie folgt weiter, dass die anderen nicht-diagonal Elemente ebenfalls
verschwinden:

Iiz3=1I3 = I3 =1I32=0

Um den Tensor durch die Gesamtmasse ausdriicken zu kénnen, muss diese aus der Dichte berechnet
werden:

R
= / pr?r? sin Odrdpdd
=0



Der gesamte Tragheitstensor ldsst sich dann schreiben als:

1 0 0

10

—RQ 010
00 1

e Zylinder mit Lange L und Radius R mit homogener Massendichte p In diesem Fall ist die Wahl von
Zylinderkoordinaten sehr giinstig:
7 COS
= rsingp
z
Fiir den Betrag von 7 gilt: ||7]|? = r2 + 22

Da der Zylinder homogen ist, liegt der Schwerpunkt offensichtlich im Mittelpunkt des Zylinders.
Fiir die Komponente I gilt:

I, = /p~(7"2+2277“20052g0)dv
v
L/2 orn
= / / / r? 4+ 22 —r? cos cp)rdrdcpdz
—L/2p=0r=
L/2 on
= / / / r3sin o + 7z )drdgpdz
—L/2p=0r=
L/2 on
Log o [
= p ZR sin ¢+§R 27 | dpdz
—L/2p=0
L/2
= p 11’“247r+27r1]~2222 dz
4 2
—L/2

Loy L3 o
p(4R7rL—|—12L 7rR>

1 1
27 (1 p2 2
prR2L <4R + 5L >

Die Integration fiir die Komponente I5; erfolgt analog zur Komponente I1:

I, = /p- (r? 4 2% — 12 sin? p)dV
v
L/2 2xr R
= p / / / (r2 + 2% — r?sin® go) rdrdpdz
—L/2¢=07=0
= prR?L (i}# + 112L2>



Fiir die Komponente I33 gilt:

Iy = /p-(r2+z2—z2)dV
v
L/2 27 R
= p/ //r%drdgodz
—L/2p=0r=0
1 4
= §p7rR L

Fiir die nicht-diagonal Elemente gilt:
Lo =15 = p/fr2 cos psinedV =0
%

s . 1
(wegen ¢ Integration: coszsinz = 5 sin(2x)

= Integration iiber zwei volle Perioden)

I3 =131 = p/—rzcosgadV =0
1%

(wegen ¢ Integration
= Integration iiber volle Periode)

Io3 = I39 = p/—rzsimpdV =0
%

(wegen ¢ Integration
= Integration iiber volle Periode)

Fiir die Masse des Zylinders gilt wegen der homogenen Dichte:

M = pV = p2nR’L

Damit folgt fiir den Trégheitstensor I:

iR*+ L2 0 0
=M 0 iR+ £ 0
0 0 s R?



2 Das Trigheitsmoment zweier Kugeln

HZ

Berechnen Sie den Trégheitstensor von zwei identischen Kugeln, die am Ursprung zusammengeklebt sind
und jeweils den Radius R sowie die Masse M haben. Driicken Sie den Trégheitstensor durch die Masse
aus.

LOSuNG:

Der Trégheitstensor einer homogenen Kugel mit Radius R und Masse M, deren Ursprung im Kugelmit-
telpunkt liegt, hat lediglich gleich grole Diagonalelemente, da die Kugel vollstéindig symmetrisch ist:

Ly =In =135 = /P(T)(T2 —a3)dV
v
T 27 R
= p / / / [(7“2 — 72 sin? 6 cos? @)] 72 sin Odrdpdh
6=0 =0 =0
T 2m R
= p/ / / [7’4 (sin@ — sin® 6 cos? cp)] drdedf
6=0 =0 7=0
T 27
R5
= p? / / [(sin9—51n390082 Lp)] dpdf
6=0 =0
R5
= / [(27sin 6 — 7sin® 0)] dO
0=0
_ B8
- 537

Die Masse einer homogenen Kugel lautet:
4
M = ng%

Damit gilt fiir den Trégheitstensor einer Kugel:

9 1 0 0
I:gRQM 010
0 0 1



Der Tragheitstensor wird nun mit Hilfe des Satzes von Steiner so umgerechnet, dass er fiir eine um

0 0
a1 = | R | nach rechts und fiir eine um da; = —R | nach links verschobene Kugel gilt. Der Satz
0 0

von Steiner lautet:
I:; = IgM + M(ai&m — aiaj)

Damit folgt fiir die um a@; verschobene Kugel:

2
I =1, = gMR2 + MR? = EMRQ
2
I3, = gMR2
Ify=Iis=1I = 0
Fiir die um dy verschobene Kugel gilt analog;:
* * 2 2 2 7 2
I, =13, = gMR + MR = BMR
2
L, = gMR2
Ify=Iis=1I = 0

Fiir den Tragheitstensor der zusammengeklebten Kugeln gilt dann, dass er gleich der Summe der Tensoren
der beiden verschobenen Kugeln ist, die sie sich jetzt auf den gleichen Ursprung beziehen.
Also gilt:

UMR* 0 0
Tges = 0 2MR? 0
0 0 YMR?

3 Diagonalisieren des Tréigheitstensors

Gegeben sei folgender nicht-diagonaler Triagheitstensor eines Korpers mit konstanter Massendichte und
der Gesamtmasse M:

3.2, 1.2 1.2 1,2

M 507+ 3¢ 202 5C 5a
:E 0 a“rc 0

1.2 1.2 3.2, 1,2

3¢ 50 0 5a° + 3¢

Bringen Sie den Tensor auf Diagonalform und bestimmen Sie die Haupttragheitsmomente und -achsen.
Bestimmen Sie eine Transformationsmatrix und daraus eine mogliche ausgefithrte Operation auf das
Koordinatensystem. Verfizieren Sie, dass sich der diagonalisierte Trégheitstensor durch Anwendung der
Transformationsmatrix ergibt.

LOSUNG:

Zur Losung wird der Vorfaktor % zunéchst nicht beachtet und am Ende der Losung wieder eingefiigt.
1. Bestimmung der Eigenwerte (= Haupttrigheitsmomente)
Hierzu Losung des Eigenwertproblems det (I — A1) = 0:

3.2 1.2 1.2 1.2
5@ =+ 50 - A 0 §C — §a
det 0 a?+c? — A 0 =0
1.2 1.2 3,2 1.2
§C — 504 0 Ea + EC A



Daraus folgt nach Entwicklung nach der 2. Spalte das charakteristische Polynom:

3, 1 2, 1,
2. 2 _ OS2 1o (Lt 1o
(a®+¢ )\)l<2a 5¢ A) (20 2a>]

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Die erste Nullstelle lésst sich leicht
ablesen:
A =a®+ 2

Zur Berechnung der weiteren Nullstellen ist es geschickt, folgende Substitution zu wéhlen:
35 1,
5% c

o)
I

)
I

C a

2
1o _ 1
2 2
Es folgt damit: )
(E=N?*—=d*=0

Mit Hilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen folgt:

Moz =Ctd
Resubstituiert folgt:
Ao = a® 42
/\3 = 2(12

Daraus folgt fiir den diagonalisierten Tragheitstensor unter Beriicksichtigung des Vorfaktors:

2 2
Y 0 0
M a
liiag = —= 0 a2+ 0
12 0 0 242

2. Bestimmung der Eigenvektoren (= Haupttrigheitsachsen) Hierzu werden die zuvor berechneten Ei-
genwerte in das Eigenwertproblem eingesetzt:
Fiir A\ 2 = a® + ¢? folgt:

%a2 + %62 —a?® - c? 0 %cz - %ag
0 a?+c—a?—c? 0 U2 =0
1.2 1.2 3.2, 1,.2_ .2 _ 2
5¢° — za 0 sa”+5¢°—a” —c
Damit folgt fiir die Komponenten der Vektoren ¥} o:
U1 = U3
Es lassen sich damit die (normierten) Eigenvektoren bestimmen:
0
T
0
und
I
2= —2
V2 \
Fiir As = 2a? folgt:
3.2, 1.2 2 12 1.2
sa“ + 5¢° —2a 0 5¢° — 5a
0 a? + c? — 24 0 U3 =0
%cz — %aQ 0 %aQ + 12 — 242

EN|



Damit gilt fiir die Komponenten des Vektors v3: v1 + vs3 = 0 und vy = 0. Es lidsst dich damit der
(normierte) Eigenvektor ¥'3 finden:

DO
U3 = —=
\/i 1

Aus den orthonormalen Eigenvektoren folgt die Transformationsmatrix S:

1 1 0 -1

el
Man kann erkennen, dass das urspriingliche Koordinatensystem um den Winkel 45° um die y-Achse ro-
tiert wurde, da die Matrix S dem Transponierten der Drehmatrix % (1)1 \/zi (1) entspricht und

somit die umgekehrte Drehung reprasentiert.

Der Schluss auf eine Drehmatrix ist naheliegend, da die Komponenten % und 1 vorkommen, was auf
Winkelfunktionen hindeutet. Durch Vergleich mit den bekannten Drehmatrizen bestétigt sich dieser Ver-
dacht:

cosaa 0 sina
0 1 0
—sina 0 cosa

; _m
mlta—2

4 Eine Knetmaschine

Eine zylindrische Spirale mit n Windungen, Masse m, Hohe
h und Radius 7 dreht sich mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit w um die z-Achse.

e Berechnen Sie den Triigheitstensor der Knetspirale
Hinweis: Vernachlédssigen Sie den Beitrag der Spira-
lenhalterung von A nach B

e Welches Drehmoment muss das Lager im Punkt A
aufnehmen?

LOSUNG:

e Da die Masse pro Winkel konstant ist, lésst sich leicht eine Winkelmassendichte definieren:

_m
P= 2mn

Zur Berechnung der einzelnen Komponenten des Trigheitstensors wird dann lediglich iiber den
Winkel integriert. x und y werden hierbei durch Polarkoordinaten und z durch den Winkel ¢



parametrisiert:

T = rcosy
y = rsing
h
z = —
27m<'0
Fiir die Komponente I1; gilt dann:
2mn
m 2 2
111:%/(y+z)d<p
=0
2mn 2
m . 2 h
= — — d
2mn / l(rsm(p) Jr<27rn('0>] 14
©=0
2
m | r? r 9% + h 2903 "
= — | —p— —sin — ) =
2mn 290 4 14 2mn 3 0
o=

r? n h?
Y
2 3
Da das Integral iiber eine ganze Periode von sin? und cos? das gleiche Ergebnis liefern, gilt:
r2 A2
122—111—m<2+3>
Fiir die Komponente I33 gilt:

2mn
m
Iz = — 2+y%) d
33 o (2® +v°) de
=0
27mn
S 2 (cos2 ¢ + sin® <p) dy
2mn
=0
2mn
m 2
= — d
2mn rag
=0
= — 9mnr?
2mn
= mr?
Fiir die Komponenten I3 = I3 gilt:
2mn L
Ly=1I3 = Tm (—rcpcoscp) dyp
™ 2n
©=0
L 2mn
m
= ———— d
21mn 2mn / (peosy) dp
@=0
2mn
= —ﬁir [psin 2™ — / sin ¢ dp
27n 2N 0
=0



Fiir die Komponenten I1o = Io; gilt die gleiche Argumentation wie fiir ;3. Daraus folgt:

Iip=121=0
Fiir die Komponenten Iy3 = I35 gilt:
2mn
m
Iy =13 = - / yz dp
™
»=0
2mn
m ) d
= —— rsin p—
2mn <p27m<p 7
=0
mrh [ + sin 2™
= ———[—pcos sin
(2mn)2 ¥ #lo
rh
= m-—
2mn
Daraus folgt fiir den Tensor I:
r? h?
5+ 5 0
I=m| o 248 b
2 3 2mn
e Fiir das wirkende Drehmoment M gilt:
dy, = -
M=—L+&xL
i +w
Da der Ursprung des korperfesten Systems ruht, verschwindet der Term %E. Somit gilt:
M=&xL
Da der Stab um die z-Achse rotiert, ist
0
“g=1| 0
w
Daraus folgt:
B 0 i1 O 0 0
M = 0 X 0 122 123 0
w 0 132 133 w
0 0
= 0 X w[23
w (.dIgg
—w2123
= 0
0
g rh
= L ——

Diese Darstellung gilt im korperfesten System der Spirale.
Um das Ergebnis auf der Intertialsystem umzurechnen, muss man den erhaltenen Vektor mit einer

Drehmatrix fiir Drehungen um die z-

Achse multiplizieren:

, coswt —sinwt 0 , coswt
Mg = —mw?—— sinwt coswt 0 |é,=—-mw?—— sin wt
2mn 0 0 1 2mn 0

10



5 Kegel im Schwerefeld

Es wird ein Kegel der Hohe H mit Offnungswinkel 2o und konstanter Massendichte p betrachtet.

e Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Kegels

e Berechnen Sie den Trégheitstensor I}, = I}6;; im Hauptachsensystem mit Ursprung in der Spitze
des Kegels. Driicken Sie das Ergebnis durch die Gesamtmasse M aus

e Berechnen Sie den Trégheitstensor I kCZM = IEM 0 im Hauptachsensystem mit Ursprung im Schwer-

punkt des Kegels

e Stellen Sie die Lagrange-Funktion fiir einen Kegel im homogenen Schwerefeld § der Erde auf, dessen
Spitze an einem raumfesten Punkt aufgehéngt ist, d.h. sich nicht bewegen kann. Zeigen Sie, dass

3
sich die kinetische Energie in der Form 7" = % > I}w? schreiben lisst. Hierbei stellt w; die Rotation
k=1

um die kartesische é;-Achse dar.

Im weiteren Verlauf sind folgende Definitionen fiir die w; zu verwenden:

wi = 6Bcosy+ dsinhsiny
wy = fésirn/) + gi)Sinﬁcosq/)
ws = 1/}+q5c089

Die Winkel v, ¢, 0 sind hierbei die Euler-Winkel, deren genaue Bedeutung im Folgenden jedoch nicht
maflgeblich ist.

e Betrachten Sie den Fall, dass ¥ = ¢ = 0 ist und der Kegel sich somit nur in einer Ebene senkrecht
zur xy-Ebene bewegt.
Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir 6 (¢) auf und finden Sie die Gleichgewichtslagen und disku-
tieren Sie deren Stabilitét.
Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir kleine Auslenkungen um die stabile Gleichgewichtslage.

LOSUNG:

Die Parametrisierung des Kegels erfolgt in Zylinderkoordinaten, wobei die z-Achse in Richtung der Ke-
gelachse zeigen soll. Der Radius bei einer bestimmten Hohe z betrégt dabei:

r=ztan«o
e Der Massenschwerpunkt S einer kontinuierlichen Massenverteilung ist gegeben als:
G2 / (F)7dV
= — )T
M p
1%

Damit folgt fiir die einzelnen Komponenten .S;:

27 ztana

H
/ / r? cos @ drdpdz = 0
=0 .

27 ztana

H
/ / r?sin ¢ drdepdz = 0
=0



H 27 ztana

1
S, = v rz drdpdz
z2=0¢p=0 7r=0
1 H 27 1
= V/ /5 3tan? a dpdz

11
= V1H4ﬂ'tan2a
3 1, 9
- ﬂHstaDQazH mtan” o
3
= -H
4

Fiir den Schwerpunktvektor S gilt also:

%)
|
mOO

NI

e Fiir die Komponente I des Tragheitstensors gilt:

/p (fQ — m%) av
v
27 ztana
p / (7“2 + 22 —r% cos? (p) r drdeydz
z @=0 r=0
21 ztana
p / [r?’ (1 — cos? gp) + rz2] drdedz
z @=0 r=0
2m

hS)

1 1
{42’4 tan® o (1 — cos? ga) + 52'2 tan? azﬂ dpdz

n

A
I
=

hs

Do Do Do L~
=

—z'tant o (27 — 1) + 72* tan? a} dz

™

)
o 3

1
il <4 tan? o + tan? a)

12



Fiir die Komponente I3 des Trégheitstensors gilt:

I; = /p(r2+zzfr2sin2cp)dv
1%

(&)

T ztana

/ [r3 (1 — sin? <p) + 7"22] drdedz
r=0

I
A

NS
Ay

y LY~

1 1
[42‘4 tan? o (1 — sin? cp) + 524 tan? a} dodz

w

AN}
I
=

I
S

Il
>
—y L L

1
[424 tan? am + 7z* tan? a] dz

[=)

_ pH® (tan* o
5 4

+ tan? a)

Fiir die Komponente I3 des Tréigheitstensors gilt:

I; = /p(r2+z2—22)dv
v

ztan o

/ 3 drdedz
=0

I
)

Il
e}
Do Lo L~
P

™

T

A

y LTy

z4tant o depdz

z ©=0
|
= p ™% tan® o dz
z
H57rt 4
= p——tan"«
P75 2

Wegen der homogenen Dichte gilt fiir die Masse des Kegels:

HS
M = pV = prtan? a?
Damit gilt fiir den Tragheitstensor I*:
Ltan?a +1 0 0
«_ 3 2 4 1,2
I = BMH 0 stan“a+1 0
0 0 % tan? o

e Der Satz von Steiner besagt, dass fiir die Komponenten des Triagheitstensors fiir um den Vektor @
verschobene Achsen folgender Zusammenhang gilt:

IZZ = I]gM + M [525kl — akal]

Aufgelsst nach IGM folgt:
M = iy — M @6 — axal]

Fiir den Vektor @ wird nun der entgegengesetzte Schwerpunktsvektor s eingesetzt und damit gilt
fiir die transformierten Komponenten:

13



3 1 9 3
M = 3HZM (4tan2a + 1) - MEH2 =30 (4tan®*« + 1) H*M
v = 2y (ttanar 1) o lm= 2 (4tan® o+ 1) H*M
? 5 4 16 80

3 3
cM _ 9 2 2 _ 2 2 2
I3 = 10tan aMH”+0 lotan aoMH

Fiir den gesamten Tensor 1M gilt:

Translationsbeitrag:

xy-Ebene.

3 4tan®a + 1 0 0
M = %MHQ 0 4tan?a +1 0
0 0 8tan? o
e Die Lagrange Funktion £ ist defniert als £ = T — V. T hat hierbei einen Rotations- und einen
T= Trot + Ts
Die potentielle Energie U ist hierbei gegeben durch
U= Mgscost
s ist hierbei der Betrag des Schwerpunktvektors, § der Winkel zwischen der Kegelachse und der
Ts + Trot

T

3
1. = 1
5MR2 +5 kzl_:l ISM wpwy

ws liefert keinen Beitrag zur kinetischen Energie, I kC M st diagonal

3
1 1 o
§M52(wf +wd) + i;lk Mw,f

2
1 3 1
M <4H> (6 +B) + 5 10V + EMu3 1 19
1 M 3 ’ 2 2 1 M 3 ? 2 * 3 ? 2 * 2
5 ZH (wl —|—u)2) + 5 Il — ZH wl —+ 12 — M ZH (.«}2 + I3CU3

1 (3 N\ 1., 1. (3 \°
1

1 3
5 > liwk
k=1

2 2
L (Y s L (B
2 4 2 2 4

Fiir die Lagrange-Funktion £ gilt folglich:

N

3
L=T-V = I,’;wif—MgiHcosﬁ

1

(Ifw} + ws + Ijw3) — Mg%Hcos@

l\.’)\r—lﬁ

14



e Setzt man in die zuvor gefundene Lagrange-Funktion £ die in der Aufgabenstellung gegebenen
Definitionen fiir die w; unter der Voraussetzung ¥ = ¢ = 0 ein, so folgt:

1 .0 3
Efiflé 7ZMgHCOSO

Daraus folgt die Bewegungsgleichung fiir 6 (¢):

d(ocy _oc
dt \ 96 00

d /. N 3 .
gg(1i9) — SMgHsing = 0
. 3
Il*e—zMgHsine = 0
.3

Gleichgewichtslagen: Die Bedingung fiir Gleichgewichtslagen ist die zeitliche Stationaritét:
§=0=0
Damit folgen aus der Bewegungsgleichung folgende Gleichgewichtslagen:

01 = 0 (Kegel steht auf der Spitze senkrecht nach oben)
02 = 7 (Kegel hingt an der Spitze senkrecht nach unten)

Diskussion der Stabilitdt und Losung der Bewegungsgleichung:

91 =0:
0 (t) sei eine kleine Auslenkung um 6. Durch einsetzen in die Bewegungsgleichung folgt:
" 3
o(t)— MgHsiné (t) =0
413
——

Durch Linearisierung folgt: )
0()—ad(t)=0 mita >0
Durch Exponentialansatz folgt:

§(t) = Aexp (vat) + Bexp (—vat)

Da die Losung nicht schwingt, sondern exponentiell abféllt bzw. ansteigt ist die Gleichgewichtslage
instabil.

92 = T
0 (t) sei eine kleine Auslenkung um 5. Durch einsetzen in die Bewegungsgleichung folgt:

5 (1) — > MgH sin (x4 (1)) = 0
AT;
«
Unter Ausnutzung von sin(z + 7) = —sin(x) folgt:

d(t)+asin(d(t)) =0 mit a > 0

Durch Linearisierung folgt:

5(t)+ad(t) =0

Durch Exponentialansatz folgt:
§ (t) = Asin (vVat) + Bcos (vat)

Da die Loésung eine Schwingung ist, ist die Gleichgewichtslage stabil.
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