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1. In einem wasserdurchstromten Venturi-Rohr werde die Querschnittsfliche von A,
auf A, verengt. Der statische Druck vor bzw. bei der Verengung sei p; bzw. ps.
Berechnen Sie aus der Differenz Ap = py, — p; die Rate QQ = %, mit der das
Wasser die Anordnung durchstrémt!

Losung:
1 1
5/70% +p1 = §PU§ + P2
Al’Ul = A2U2
1, 1, (A
= 5PUI = 5PV (A—2) + Ap
A2 2
= v} (1— (A_;) > =Ap-—
2A
= V1 = P 5
- 7)




2. Aus einem Wasserhahn stromt stationdr und senkrecht nach unten Wasser aus!
Der Hahn ist so weit gedffnet, dass ein geschlossener Strahl mit kreisrundem Quer-
schnitt (Radius 7) mit der Geschwindigkeit vy austritt.

(Hinweis: Die Geschwindigkeit quer zur Stromungsrichtung kann in dieser Aufgabe
naherungsweise als konstant angenommen werden!)

a) Berechnen Sie die Stromungsgeschwindigkeit des Wassers in der Tiefe s unter
der Offnung!
Betrachten Sie hierfiir die Geschwindigkeitsdifferenz eienes Wasserteilchens
der Masse Am!

b) Verifizieren Sie das Ergebnis aus a) unter Zuhilfenahme der Bernoulli-Gleichung!
c¢) Bestimmen Sie den Radius des Strahles in der Tiefe s!

d) Geben Sie eine Begriindung dafiir an, warum fiir grokeres s nicht mehr von
einem geschlossenen Strahl gesprochen werden kann! Die Rechnung macht
somit nur fiir kleine s Sinn!

Losung:

a) Man betrachte ein Wasserteilchen der Masse Am an der Ausflusséffnung! Dort
hat es die Geschwindigkeit vy.
Hat dieses Wasserteilchen die Hohe h durchfallen, so hat es die Gschwindig-
keit v(h).
Wegen der Energieerhaltung gilt dann:

1 1
§Amv§ + Amgh = éAmv(h)2

= v(h) = \/v} + 2gh

1 1
50”3 + pgh = §Pv(h)2

= v(h) = \/v} + 2gh

Die Bernoulli-Gleichung ist im Prinzip die Erhaltung der Energie.
¢) Die Kontinuititsgleichung besagt hier:

rémvg = r(h)*mv(h)

= r(h) = — 20—

(1+%n)"
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d) Mit zunehmendem h wird auch die Stromungsgeschwindigkeit grofer! Die
Oberflichenspannung des Wasser reicht irgendwann nicht mehr aus, den Strahl
geschlossen zusammenzuhalten. Die kinetische Energie des Wassers ist ndm-
lich so grof, dass sich Tropfchen vom Strahl 16sen.

3. Eine kugelformige Blase in einer inkompressiblen Fliissigkeit (Dichte p) dehnt sich
gleichméfig in alle Richtungen aus. Ihr Volumen nimmt mit einer konstanten Rate

av .
dat =. Q 7.

Durch diese Expansion entsteht ein Geschwindigkeitsfeld u(r, t) aufserhalb der Bla-
se (r: Abstand vom Mittelpunkt der Blase).

a) Bestimmen Sie mithilfe der Kontinuitdtsgleichung das Geschwindigkeitsfeld
u!
b) Bestimmen Sie den Druck p(r,t) in der Fliikigkeit, wenn weit weg von der
Blase der Druck pg vorherrscht!
Losung:

a) Man betrachte eine zur Blase konzentrische Kugel K, mit dem Radius r.
Da die Fliifigkeit inkompressibel ist, gilt {iberall div(@) = 0. Die expandieren-
de Blase dringt also Wasser aus der Kugel K, heraus. Wegen der Volumen-
zunahme Q der Blase wird aus K, Fliissigkeit mit derselben Rate Q verdrangt:

/ﬁ-dﬁ:@

0K,

Wegen der Symmetrie der Anordnung ist das Oberflichenintegral leicht zu
bestimmen: (Desweiteren ist der Normalenvektor der Kugel parallel zu .)

/ﬁ-dﬁ:@
oK,

= /ﬁ-dﬁ:@

0K,

b) Da in weiter Entfernung der Blase die Stromungsgeschwindigkeit in etwa 0
betragt, folgt unter Verwendung der Bernoulli-Gleichung:

1
plrt) + spu(r, ) = po



Q° Q%p

= p(r,t) = po WZPO_W

4. Steigrohr
A

h
c v

Ein mit Wasser gefiillter Behélter sei mit einem Rohr (Querschnitt A¢) verbunden,

tiber das das Wasser abfliefien kann (siche Abbildung). Am Ende des Rohres tritt
das Wasser an die Luft aus. An einer Verdickung des Rohres (Querschnitt Ap)
befindet sich ein Steigrohr.

a) Wie grof ist die Stomungsgeschwindigkeit an der Ausflusséffnung (Punkt C)?
b) Bestimmen Sie die Stromungsgeschwindigkeit am Punkt B!
¢) Geben Sie einen Ausdruck fiir die Wasserhhe h im Steigrohr an!
Losung:
a) Bernoulli-Ungleichung fiir die Punkte A und C:

1 1
pL+ 5p i +gpH = pr+ 5 pug
2"~~~ 2

=0

= vo = \/29H
b) Die Kontinuitétsgleichung liefert:

vpAp = vcAc

AC
= v = —=\/2gH
B AB g

¢) Bernoulli-Ungleichung fiir die Punkte A und B:

1 1
pL+=p Vi +gpH =pp + —pvg
2~~~ 2

=0

A3
= pp =prL + pgH 1_F
2



pr + gph = pp
A2

:>h:H( ——3)
A3

5. Ein elastischer Quader mit quadratischer Grundfliche (Seitenlinge a, Hohe h) er-
fahrt aufgrund einer parallel zur Deckfliche angreifenden Kraft eine Scherung um
den Winkel ap. Im Mittelpunkt der Deckfliche befindet sich die Masse m.

Nach plotzlichem Loslassen beginnt der Quader zu schwingen!
(Die Wirkung der Gewichtskraft der Masse m auf den Quader kann hier vernach-
lassigt werden!)

a) Geben Sie einen Ausdruck fiir die riicktreibende Kraft auf die Masse m in
Abhéngigkeit von der Auslenkung x aus ihrer Ruhelage an!

b) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung x der Masse m auf!

¢) Bestimmen Sie die Losung der Bewegungsgleichung und die Periodendauer
T!
Losung:
a) Riicktreibende Kraft:

F.=7-a>=Ga-d®

Fiir kleine Winkel a gilt: tan(a) = a =
= F = G%aQ
b) Kriftebillanz:
F=mi=-F,
= mi = —G—q?
L
¢) Ansatz: z(t) = eM
Eingesetzt in die Bewegungsgleichung:
G
m-\? = —za2
, G
= )\1/2 = +1a - ﬁ

ian/C
= Ty = eV mE



Linearkombination liefert:

| G . G
x(t) = Cy - cos (a- Et> + Oy - sin (a- mt)

Da zur Zeit t=0 die Auslenkung maximal ist und die Geschwindigkeit = 0,

folgt:
Cl = Tg = Op * L
Cg - 0
= 2(t) = a - L - cos(a- | 1)
x(t) = ag cos(a -~

Fiir die Winkelgeschwindigkeit erhélt man:

G
w=a —
mL
:>T:2—7T: 27
w a- /-G

6. In 5000m Meerestiefe befindet sich eine massive Alluminiumkugel, die {iber der
Meeresoberfliche den Radius R = 5m hat.
Bestimmen Sie den Radius der Kugel in dieser Tiefe!
par = 0.34, Eq = 711095

Hinweis: Verwenden Sie die Beziehung (ZT‘: = 4r’r = 3%
Losung:
1 3
=—=—-(1-2
k=g =g 1-2

Auf die Kugel wirkt der hydrostatische Druck:

p = gph
AV p
Vv K
Da Ar nur sehr klein ist, gilt:
Ar " dr  Tr
AV _ LA4r
vV o T
Ar P
R <



rp rgph rgph 3
A _ —— = — = — .
AT 3R T 3K 3 E
h
- —Tgé’ (1 - 2u) = 0.0011m

7. Ein Stahlseil (F = 2-10"2%5, p = 7,7- 10371:793) der Linge L= 9km wird einen
Schacht hinuntergelassen, sodass es senkrecht hinunterhéngt.
Berechnen Sie die Lénge des hingenden Seiles L’!

Lo6sung

Zugspannung in der Hohe h iiber dem Seilende:

o = pgh
Relative Dehnung in der Hohe h:
e(h) = —=o(h)

AL = /Le(h)dh _ %/La(h)dh _

Gesamte Dehnung:

L
1z PY 2
== hdh_ L
E /
0
Seilldnge:
L
P9 ra2
L'=L+AL= L+E hdh = L+2EL =9,015km

8. Zwei Winde K und L stehen im Winkel o < 90° zueinander (Siehe Abbildung!).
Dazwischen befindet sich eine Fliissigkeit der Dichte p.

K L

4T
+“— —p




Berechnen Sie die Kraft, die auf ein Rechteck mit den Eckpunkten A und B, das

in die Blattebene hinein die Lange L hat, wirkt.
Berechnen Sie auferdem den durchschnittlichen Druck p, der auf das Rechteck
ausgeiibt wird.

Losung:
Fir einen Punkt sei h sei der Abstand senkrecht zur Wasseroberflache.

= p(h) = gph

Kraft auf Rechteck:

b
cos(a)

1
. / gphdh = §gpL(a2 — b2)

Durchschnittlicher Druck:

p= 5 L e s = gy ke =)=

h=b

a+b

:29P

9. Wie grof ist die Arbeit, die man aufwenden muss, um einen Vollwiirfel aus Stahl
mit der Kantenldnge a vom Boden eines Schwimmbades mit der Wassertiefe h
anzuheben bis in eine Hohe, bei der die Unterseite gerade an der Wasseroberfléche
ist?

Losung
Die Arbeit berechnet sich in zwei Teilen. Zunéchst bendtigt man die Arbeit W7,
um den Wiirfel so hoch zu heben, bis die Deckfliche an der Wasseroberflache ist.

Beim zweiten Teil, wenn der Wiirfel nur noch teilweise im Wasser ist, ist die Arbeit
W erforderlich.

>

—a

W, = /Fds = [ 9(px — pr)a’ds) = g(px — pr)a’(h — a)

s=0



W, = / F(s)ds = g / (9(px — pr)a(a — 5) + pra’s)ds =

a
— gh (1
= gha’lpx — pr(1 = o))
a
W =W+ W, = g(px — pr)a’(h — a) + gha®|px — pr(1 — o))

10. Eine glidserne Hohlkugel vom Radius R hat am Siidpol eine kreiseférmige Ausfluss-

offnung mit Radius g < R und am Nordpol eine kleine verschliefbare Luftéffnung.
Die Kugel ist komplett mit Wasser gefiillt! Nach Offnen der Luftzufuhr (¢t = 0) be-
ginnt das Wasser auszustromen. Berechnen Sie, wie lange es dauert, bis die Kugel
leer ist. (Die Stromung ist als laminar und reibungsfrei anzunehmen!)
Hinweis: Die Geschwindigkeit an der Wasseroberfliche darf gleich 0 gesetzt werden
Tipp: Uberlegen Sie, was passiert, wenn der Wasserstand um dh sinkt, und welche
Volumenmenge in dieser Zeit dt aus der Kugel stromt. Verwenden Sie daber die
Kontinuitdtsgleichung!

Losung:

Zu einer bestimmten Zeit t sei A ein Punkt an der Wasseroberflache, B ein Punkt
an der Ausflussoffnung.

Wegen der Luftzufuhr ist der statische Druck in A gleich dem Luftdruck.

Die Bernoulli-Gleichung liefert:

1 1
pL+=p vy =pL+ =pvy+gp(—h)
2~ 2

~0
= vy4 = \/29h

Nun betrachte man einen Zeitraum dt in dem sich der Wasserstand um dh < 0
andert.
Wegen der Kontinuitatsgleichung gilt:
1w (—dh) = rimvdt
r? = 2Rh — h?
—(2Rh — h?*)dh = r3\/2ghdt
(2Rh2 - h2 dh = 7”0\/ gdt

= — /(2Rh2— /\/_dt



11.

2 4 2 s
= —(2ZRh? — “hi) =r5\/2gt +C

16
= (C = —532\/21‘{

hT)=0
& roy/2¢gT = —C

16 1 16 R* |R
ST = CRVIR e = o |2
15 r2v2g 15713\ g

Ein mit einer Fliissigkeit (Dichte p;, Viskositét ) gefiilltes Geféf steht auf einer
elektrischen Waage. In diesem Zustand zeigt die Waage 0 an.

Nun wird zur Zeit t=0 eine kleine Kugel (Radius R, Masse m, Dichte ps) in die
Fliissigkeit geworfen.

Nehmen Sie an, die Kugel befinde sich zur Zeit t=0 an der Wasseroberflache und
bewege sich mit der Geschwindigkeit vy senkrecht nach unten.

Desweiteren gelte p; < ps.

a) Bestimmen Sie die Krifte, die auf die Kugel wirken!
b) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Kugel auf!
c) Wie grof ist die maximal erreichbare Geschwindigkeit?

d) Geben Sie den Betrag der Kraft an, die die Waage zur Zeit t anzeigt!
Losung:

a) Auftriebskraft: F, = —gp13Rr
Gewichtskraft: Fy = gpo3 R

Reibungskraft: F,, = —6mnRv
b)

4 4
F=mi=mv= —gplgRgﬂ + gpggRSﬂ' — 6mnRv

4
= mv = §R37rg(p2 — p1) —6mnRY

N

-~

=:Fp
d
= md—: = Fy — 6mnRv
dv
> m—-——"-—=4dt
mFO — 6mnRv
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—_— dt
~ m/ Fy — 67rnRv /

= m - In(Fy — 6mnRY) - =t+C
m - In (Fy — 6mnRv) o +
_67r7]Rt+C
= Fyp—6mmRv =€ m
=V = Fo — 1 e*%f#C
6mnR  6mnR
Fy R
= —Ke m !
v 6™ R ¢
vy = v(t =0)
= Fo
Vg = —
0 6mnR
Fy
= K= —
6™ R v
Fo Fo _6mnR,
= o(t) = — ~ m
v(t) 6mn R (67T77R UO) ‘
c)
Fo
maxr — 1 t
! Egov( )= 6mn R

d) Die zusétzliche Kraft, die von der Waage registriert wird, kommt von den
Wechselwirkungen der Kugel mit der Fliissigkeit.
Auf die Kugel wirkt nach die Kraft F; = —gp1§R37r — 6mnRv. (Und die
Gewichtskraft. Diese wird aber von der Erde hervorgerufen.)
Wegen Actio=Reactio wirkt auf die Fliissigkeit im Gefaf (und somit auf das
Gefih) die Kraft —Fj.

4 Fy Fy oo, 4
— F = 6myRo+gp1 = Ror = 6mR— 0 —6mnR - Rir —
TR T = T e RO <67mR “0) opgltn =

4 F 7r7R 4
= gRSWQ(m p1) — 6T R (ﬁ - Uo> —ER gp13R37r =

4 F ™
= §R37T9,02 - 67T7]R <m - ’l)o) 6_¥t =

4 4
= gRSngz - (§R3W9(pz —p1) — 67”7RU0) et
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12. Zwei Fliissigkeitsbehilter seien auf Hohe der Grundfliche mit einem zylindrischen

13.

Rohr vom Radius R verbunden.

Die Behalter seien bis zu einer Hohe h; bzw hs mit einem Newtonschon Fluid
(Dichte p) der Viskositat n gefiillt.

Geben Sie mithilfe des Hagen-Poiseuille Gesetzes einen Zusammenhang zwischen
hi und hy an, wenn am Anfang die Fliissigkeit mit der durschnittlichen Geschwin-
digkeit v {iberstromt.

Losung:
Am Boden der Behilter gilt:

P = gphy
p2 = gphs
|V| = ’pl —sz o7
= TR = |p1 — po| - —
= 1R = gplp1 — pa| - —

= TR* = gplhy — ha| - —

Zwei Rohre mit den Radien r; und r, werden von Wasser mit den Geschwindig-
keiten v; bzw. vy durchstromt. Sie laufen zu einem Rohr mit Radius R zusammen,
in dem das Wasser mit der Geschwindigkeit v stromt.

Gehen Sie von einer stationdren, reibungsfreien Strémung aus und berechnen Sie
den Radius R in Abhéngigkeit von den anderen Grofen!

Losung:

Der Satz von Gauft bzw. die Kontinuititsgleichung liefert:

Al’Ul + AQUQ = Av

2 2 2
= U + rymue = Remv
r%vl + Tgvg

= R*=
v

[ 2 2
TiU1 + 5V
= R—=/ Lt~ "27¢
v
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14. In der gezeigten Anordnung herrscht der konstante Druck pr im geschlossenen Teil
des Gefifes iiber der Fliissigkeit. Das Gefaft wird von Luft bei Normaldruck pg4
umgeben. Die Schwerkraft wirke in vertikaler Richtung. Das Stromungsverhalten
sei charakteristisch fiir eine ideale Fliissigkeit.

a) Wie groft muss der Druck pr mindestens sein, damit die Fliissigkeit auslauft?
(Gehen Sie von der einfachst moglichen Annahme iiber das Verhalten der
Fliissigkeit am Ausfluss aus.)

b) Wenn der Druck in einer stromenden Fliissigkeit unter den Dampfdruck pp
fallt, kommt es zur Bildung von Blasen. Diskutieren Sie unter Angabe der
relevanten Gleichungen, wo und fiir welche Werte von pr > pp es im ge-
zeigten System beim Auslaufen zuerst zu einer Blasenbildung kommt. (Die
Geschwindigkeit des Wassers im Behilter selbst sei vernachléssigbar.)

Luft P

Wasser A
H

Losung:

a) Die einfachste Annahme bedeutet, dass man sich keine Gedanken iiber raus-
schwappendes Wasser, reingezogene Blasen etc. machen soll, sondern das gan-
ze so betrachten, als wére das Ausflussrohr sauber mit einem beweglichen
Kolben verschlossen, der mit dem Atmosphérendruck p4 dem Ausfliefsen ent-
gegensteht. Dann kann man fiir den Druck auf der Hohe des Ausflussrohres
einfach hinschreiben

p=pr+pgH
und die Bedingung fiir Auslaufen ist p > ps = pr > pa — pH

b) An einem allgemeinen Punkt im Ausflussrohr gilt die Bernoulli-Formel

1
p+5pv° =pr+gpH

(auf der rechten Seite taucht keine Geschwindigkeit auf, da die Geschwindig-
keit des Wassers imBehilter vernachlissigt werden soll) also ist der Druck

1
p=pr+gpH — §pv2

13



also dort klein, wo die Geschwindigkeit groft ist. Zur Blasenbildung kommt es
an der Stelle mit dem niedrigsten Druck, also an der Stelle mit der héchsten
Geschwindigkeit. Nun gilt die Kontinuitatsgleichung

A1U1 = AQUQ = A3U3

also
D%Ul = DS/UQ = Dgl}g
Daher ist:
V1 = U3
D3
Vg = D—%vg < U3

d.h. die Geschwindigkeit ist bei 2 am grofiten, der Druck dort am kleinsten,
also entstehen dort die Blasen. (Die Zusatzbedingung pr > pp soll verhin-
dern, dass als Antwort kommt: Blasenbildung findet am Wasserspiegel statt,
wenn pr < pp ist.) Um den kritischen Wert fiir den treibenden Druck pr zu
bestimmen, berechnet man zuerst die Austrittsgeschwindigkeit v mit Ber-
noulli:

1
ps+ épvpf = pr + gpH

ps3 ist gleich dem Aufendruck p4 wegen der einfachst moglichen Annahme.
Also

2
vz = \/; (prpgH — pa)

Daraus bekommt man mit der Kontinuitatsgleichung vs:

und daraus mit Bernoulli den Druck bei 2:

1
p2 =pr+gpH — §PU§
Dieser soll nun kleiner gleich pp sein. Alles eingesetzt fithrt diese Bedingung

auf:
4

H— —p=3Z= H) <
pr+9p Qngp(pTerg ) <pp
was durch korrektes Auflésen nach pr ergibt:

Dipa — Dipp

— pgH
pi—pi

pr 2
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