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Aufgabe 1 (Implizite Funktionen)

1 1

_ 2t o2 L4
flz,y) =2 50— 5y =0

Man bestimme die lokale Auflosungsfunktion der y = h(z) mit 1 = h(—1), sowie die
Ableitung h/(%).

Loésungsvorschlag:

Es ist f(_?l, 1) =0 und f, = —zy — 2y° also ist fy(%l, 1) = —% # 0. Folglich existiert
lokal eine Funktion y = h(z) mit 1 = h(—3) und f(z, h(z)) = 0 fiir alle 2 aus einer
geschickt gewéhlten Umgebung Ue(—%).

Berechnung von y = h(x):

x 2 xz 3
y4+$y2—2x2:0:>yi2:—§:1: Z+2$2:—§i§$

1
=y =25 = —20,h(=5) = 1=y =y = h(z)V-2z

Die Ableitung h/(—%) kann man auf drei Arten berechnen:

1. Die Auflssung h(z) differenzieren: h'(z) = \/_—1795 = h/(—%) =-1
2. Die Geleichung 22 * —%ajyz — %y‘l = 0 implizit differenzieren:

1 I I ]_ ! ]_ i
=22 — —y* — — 2Py =0, =——,y=1=y(—=)=h(—=)=—1
T -5y ey —2y =0,0= -0y y(=35) (=3)




3. Satz iiber implizite Funktionen

fo=21— Sy ful-g )=~

fy=—wy =2 fy(—5,1) = —g
/ 1 __fz(_%>1)__
B e R

Aufgabe 2 (Implizite Funktionen)
flz,y,z) =z +ysiny —zlnz=0

ist bei (1,7, e) nach allen Variablen aufiosbar. Firy = h(zx, z), bzw. z = g(x,y) berechne
man h'(1,€),bzw. ¢ (1,7).

Loésungsvorschlag:
Eien formelméafige Auflésung nach einer Variablen z.B. y ist uns nicht moglich.

fe=(x+1)e" = fr(1,m,e) =2 #0
fy=siny+ycosy = fy(l,m,e) =—1#0
fr=—0+Inz)= f.(1,m,e)=2#0
= grad f(1,m,e) = (2e,—m,2)
Da alle Komponenten von grad f(1,m,e) = (2e,—m,2) ungleich Null sind, ldsst sich die

Gleichung ze® +y siny — zlnz = 0 an der Stelle (1,7, e) lokal nach allen drei Variablen

auflosen.
Fiir die Auflésung nach y = h(z,z) mit 7 = h(1,e) und f(z, h(z, 2),z) = 0 gilt:

b
Jy

Fiir die Auflésung nach z = g(z,y) mit e = g(1,7) und f(z,y,g(x,y)) = 0 gilt:

W (1,6) = gradh(1, ) = (he, ) = - (fr, f2) = ~(26,2)

g/ (1,m) = gradg(1,7) = (91.9,) = —-(fnsfy) = ~5(2e, =)

Aufgabe 3 (Taylorpolynom zweiten Grades) Man berechne das Taylorpolynom
zweiten Grades To(x,y) von f(z,y) = cosxy + xe¥~1 an der Stelle zo)(m, 1).

Loésungsvorschlag:




f(z,y) = coswy + ze¥ ! fir,)=—-1+4nx

fo(,y) = —y sinay + '~ falm, 1) =1

fy(xa y) = —xzsinzy + zeV~! fy(w, )=m
f:p:p(l‘, y) = —y2 cos Ty fgm(m 1) =1
fuy(,y) = —sinzy — vy cosxy + ¥~ foy(m, 1) =147
fyy(»’Ua y) = —x? cos Ty + zed! fyy(ﬁ, 1) — 2 4

Ty = f(xg) + grad f(xo) - (x — x0) + =

= (—1+m)+ Cr) : (2:7[) Jr%(ﬂ:—ﬂ,y—l)- <1iﬂ WT;;) (e —my—1)

3
:w+§7r2—2m—2(1+7r)y+1‘2+(1+7T)xy+92

Aufgabe 4 (Taylorpolynom zweiten Grades)

flz,y,z) =cosx - siny - €*

a) Man bestimme das Taylorpolynom zweiten Grades To(x,y,z) von f mit dem Ent-
wicklungspunkt xo = (0,0,0).

b) Man bestimme ein r > 0, sodass fir |x| <r gilt:

|f(xaya Z) - Tz(fﬂ,y,z)| < 10_5

Loésungsvorschlag:

a)

fo = —sinxzsinye® fz(0)=0

fy = cosx cosye” fy(0)=1

f» =cosxzsinye® f2(0)=0
fax = —cos x siny e* fz2(0) =0
fzy = —sinx cosye® fay(0) =0
for = —sinx sinye® fz2(0) =0

Ebenso ergibt sich:

fyac =0 fzz =0
fyy =0 [y =1
fyz =1 fz=0




1
= To(r,y,2) =y + —(yz +2y) =y +yz)

2!
b) Esist |f —T — 2| = |Rz|. Es gibt ein (x, 7, 8) zwischen (0,0,0) und (z,y, ), mit:
179 ) 9, \°
=—| —Azx+ —Ay+ —A

) ) 0 3
<6$AI + %Ay + aZAz> flx,n,0) =

3
Ox0y>?

3
243 a:2y+3 xy2+...) f(x,n,0)

ok oa
( -

R 3 PR
8x3$ + 8y3y

. 3
Es ist z.B. 3%]”()(, 0,0) = fray(x,n,0)x%y = 3(—cos x cosne
ten partiellen Ableitungen an der Stelle (x,7,6) sind alle von der Form sin/cos x -
sin/cosn - ¢’ und folglich dem Betrag nach < e’ < ¢?, also gilt:

1 1
[Ra(w,9,2)| < grlo+y+ 2% < (ol + [yl + [2])°e®

3
923 0x20y

theta) 2y, Die drit-

1
< 561/100(3 1072)° < 361/10010*6 <1075, falls |z| < r =102

Aufgabe 5 (Kritische Punkte) Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion

f :R? = R und chrakterisieren Sie diese.

flz,y) =2 — 122y + 8y*

Lésungsvorschlag:
322 — 12y
V= <—12z + 24y2> =0
I 322-12y=0
II —122424y* =0z =242
II'in I:

0=y’ -1 e @=0a1=0 V (1p=11z5=2)
Die Punkte P;(0,0) und P»(2,1) sind stationére, bzw. kritische Punkte.

6x —12
det(Hy(x)) = det (_12 48y> = 288xy — 122

Es ergibt sich:
Pi(0,0) : det(Hf(0,0)) = =122 < 0 = Sattelpunkt

P>(2,1) : det(Hf(2,1)) >0 mit fp,(2,1) =12 > 0 = lokalesMinimun



Aufgabe 6 (Extremwertaufgabe) Gegeben ist die Funktion
f(x,y) = sin(x) sin(y)

Diskutieren Sie f(x,y) (Periodizitit, Nullstellen) und bestimmen Sie lokale Minima,
lokale Maxima und Sattelpunkte. (Betrachten Sie zuerst die Periodizitit und schrinken

Sie so den zu untersuchenden Bereich ein.)

Lésungsvorschlag:
Da sin(x) 2m-periodisch ist gilt:

f($+2777y) :f(l’,y) :f($7y+27r)

Es reicht also den Breich 0 < z < 27 und 0 < y < 27 zu untersuchen.
Nullstellen: 0 = sin(z) sin(y)

szcz=nrVy=mr n,m=0,1,..

Kritische Punkte:

Fall 1: sin(y) = 0 Asin(z) =0

sx=krANy=Ir < P(kr,in)

Fall 2: cos(y) =0 Acos(z) =0

T 7r 7r T
Sr=—+mrAy= §+n7r<:)P2(§+m7r,§+mr)
Charakterisierung der kritischen Punkte:
[ —sin(x)sin(y) cos(xz)cos(y) \ . 2 2
det Hy(z,y) = < cos(z) cos(y) —sin(z)sin(y) ) sin(z)” = cos(y)
(z,y) | det He(z,y) | fux(z,y) Typ
(0,0) -1 Sattelpunkt
(m,0) -1 Sattelpunkt
(0,7) -1 Sattelpunkt
(m,m) -1 Sattelpunkt
(5,5) 1 -1 lokales Maximum
(32,7) 1 1 lokales Minimum
(2,30) 1 1 lokales Minimum
(32, °7) 1 -1 lokales Maximum




Aufgabe 7 (Temperaturverteilung auf einer halbkreisférmigen Platte) Fine
halbkreisformige Platte (dinn genug, dass wir die Ausdehnung in diese Richtung ver-
nachlissigen kénnen) habe die Temperaturverteilung.

2,2
T(z,y) = 10—40%,fm0§x, 0<y?+a2<1,7T(0,0)=10

Lésungsvorschlag:
(Der Punkt (0,0) wurde gesondert angegeben, ist aber duchr den Limes 2z — 0 wohlde-
finierbar.) Der Rand der Platte ist also gegeben durch die Funktion

z=0fir —1<y<lundz?+¢y*=1firz>0

gegeben. Wir suchen zuerst nach Extremstellen im Innern. Aus

2292 (2% + y?) — 22392 2zy
Tx:—40 9 o 2 :—40ﬁ:0
(2% +y?) (2% +y?)
9 2 2 2 —9 2,3 9 4
T, = —40 vy +y) 1 Pk Y
(@ +y?) (2% + y?)

folgen nur die 16sungen
x = 0, ybeliebig: T' = 10, ybeliebig ,y =0: T =10

Die erste dieser losungen ist die Gleichung des linken Randes, die zweite Losung ist die
Gerade, die den Halbkreis in zwei Viertelkreise teilt. Da fiir die Temperatur 7' < 10 gilt,
handelt es sich in beiden Féllen um Maxima.

Nun betrachten wir die Temperatur an den beiden Randkurven:

1. Linker Rand: In unserem Beispiel ist die Temperatur am linken Rand z = 0,
—1 <y <1 bereits durch T(l)(y) = 10 gegeben.

2. Kreisrand: Am Rand 22 + 3201, > 0 konnen wir eine Variable durch die andere
ausdriicken und die Temperatur als Funktion von y schreiben,

2 1— 2
7 () =10 — 402178 _ 4048 — 4042 + 10

und suchen jetzt fiir diese Funktion die Extremwerte. Wir erhalten:

1 1
- = —T=0,
1 1
I =0,

e )

Die erste der drei 16sungen liegt wieder auf der Geraden, die den Halbkreis in zwei
Viertelkreise teilt. Wirklich neu sind nur die beiden anderen Losungen, die beide



Minima entsprechen.

Wir haben schliellich noch Randpunkte der Randkurve zu betrachten, also die
Punkte (x=0,x=1) und (x=0,x=-1). Die Temperatur hat in beiden Féllen den
Wert 10. Damit haben wir die Untersuchung abgeschlossen und kénnen zusam-
menfassen. Die Temperatur hat die Extremwerte:

Maxima: T=10 auf den Punktemengen {xr =0, — 1<y <1}, {0<z <1,y =0}

minima: T=0 an den Punkten (z,y) = (%, %) , <%, —%)

Aufgabe 8 (Extremwerte) Man bestimme die relativen Extremwerte von w =
f(z,y) = y2?(4 — x —y) im Dreieck, das begrenzt wird durch: x =0, x =0, z +y = 6

Loésungsvorschlag: Zunichst die benttigten partiellen Ableitungen:

fz,y) = 42’y — 2’y — 2%y®
fo(z,y) = 8wy — 32%y — 22y = ay(8 — 3z — 2y)
fua(2,y) = 8y — 6xy — 27
Foy (@) = Fyulw,y) = 82 — 322 — day = ay(8 — 3z — 2y)
fy(x,y) = 4a? — 2% — 227y = 2%(4 — 2 — 2y)
fyy(z,y) = —22°

1. Bestimmung der stationdren Punkte:
fy(z,y) = 2*(4 — 2 — 2y) =z=0o0derd—z—2y=0

x = 0 braucht nicht weiter verfolgt werden, da so nur Randpunkte erreicht werden.
4—x—2y =0 = x =4 — 2y eingesetzt in f(x,y) = zy(8 — 3z — 2y) ergibt:
(4 —2y)y(8 — 12 + 6y — 2y) = 0, Faktoren einzeln Null setzen ergibt:

4-2y=0=y=2 =z=0= (0,2)
y=0=y=0 =z =4= (4,0)
—4+4y=0=>y=1 =r=2= (2,1

Die ersten beiden Punkte liegen auf dem Rand und werden spéter untersucht.

2. Besstimmung der Determinante der HESSE-Matrix in (2,1):

D(2,1) = foafyy — f2, =32>0und fz(2,1) = —6 < 0 = Relatives Maximum

3. Untersuchung des Randes. Man skizziere die Hohenlinie f(x,y) = 2%y(4—z —y) =
0, also die Geraden (i) x =0, (ii) y = 0 und (iii) z + y = 4.



[(1)]Fiir x=0 ist f(0,y) = 0. Damit erkennt man, dass fiir (0,y) mit 0 <y <4
relative Minima und fiir 4 < y < 6 relative Maxima vorliegen.Bei (4,0) ist kein
Extremwert, weil in jeder Umgebung f > 0 und f < 0 ist.

[(ii)|Entsprechend gilt fiir y = 0 bei (x,0) mit 0 < z < 4 relative Minima und
fiir 4 < z < 6 relative Maxima vorliegen.

[(iii)] Fiir die Punkte auf der Geraden x + y = 4 gilt das Gleiche wie fiir den
Punkt (0,4).

[(iv)] Zu letzt bleibt die Gerade y = 6 — x mit 0 < x < 6 zu untersuchen:
Man betrachte f(z) := f(z,6—x) = —222(6—=x). Aus f,(z) = 2(62—24) = 0 folgen
als Extremstellen (0,6), (6,0) und (4,2). Die beiden ersten Punkte sind bereits als
relative Maxima erkannt. Bei (4,2) konnte ein relatives Minimum liegen, da bei
allen bereits erkannten relativen Minima der Funktionswerte Null sind, f(4,2) =

—64 gilt und f auf dem kompakten Bereich ein absolutes Minimum hat, liegt dieses
bei (4,2).

Aufgabe 9 (Kugelschale) FEs sei z = f(x,y) = y/1 — 22 —y2. Man Bestimme die

Eztrema von f unter der Nebenbedingung g(x,y) = (x — %)2 +y% - %6 = 0 mit Hilfe der
Lagrangen Multiplikatoren.

Lésungsvorschlag: Durch z = f(z,y) wird die Kugelschale iiber der x,y-Ebene mit
Radius 1 beschrieben. g(z,y) = 0 stellt den Kreis in der xy-Ebene um den Punkt (1,0)
mit Radius i dar. Anschaulich ist klar, dass das Maximum von f unter der Nebenbe-
dingung im hochsten Punkt auf der Kugelfiiche tiber der Kreislinie liegt, also bei (i, 0).
Das Minimum dagegen bei (%,O). Dieses Ergebnins lédsst sich mit Hilfe der Lagrangen
Multiplikatoren wie folgt bestimmen:

1. Aufstellen der Hilfsfunktion:
————— 12, 1
L(‘T7yv)‘): 17I27y2+)‘ (1‘75) +y TR

2. Bilde den Gradienten der Hilfsfunktion L:

gradL =0
—x 1
Lx($ayaA):m+2)\<l’—2>:0
Ly(z,y,\) = ———2— 1 9\ L o) =0
.’L" s pry pry fry
vy 1— a2 —y? =y 1—x2—y?
1.2 1
L AN =(x— = 2_ =




Aus Gleichung drei folgt y = 0 oder 2\ = \/#Tﬁ Fiir 2\ = \/#Tlﬂ ist L, # 0.

Dies liefert also keine Losung. Fiir y = 0 folgt aus Ly = 0:

3 1 3
J/’2—£C—|-E:0:>ac:1odera::Z
Durch einsetzen in L, = 0 kann man die A bestimmen, fiir die L, = 0 ist. Extre-
ma kénnen also nur in den Punkten (1,0) und (2,0) auftreten. Durch Vergleich der

Funktionswerte erhilt man f(3,0) > f(3,0), sodass (,0) das Maximum und (2,0) das
Minimum ist.



