Ferienkurs Analysis 1

Tag 2 - Losungen zu Komplexe Zahlen,
Vollstandige Induktion, Stetigkeit

Pan Kessel

24. 2. 2009

Inhaltsverzeichnis

[1__Komplexe Zahlen|

1.1 arstellung einer komplexen Zahl|. . . . . . ..o oo oo oo
1.2 estimmung von Real und Imaginarteill . . . . . .. ... ... oo
1.3 Klausurautgabel . . . . . . . .o
1.4 *Geometrische Interpretaton einer Gleichung] . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ......

1.5 Wurzeln von komplexen Zahlen| . . . . . . ... ..o oo oo

1.6 omplexer Logarithmus| . . . . . . . . . . Lo

[2_Vollstandige Induktion|
2.1 Binomische Formell . . . . . . . . ... o




1 Komplexe Zahlen Ferienkurs Analysis 1

1 Komplexe Zahlen

1.1 Darstellung einer komplexen Zahl

Wandeln Sie z = 2 + 2¢ in Polardarstellung um.
Wandeln Sie z = 3¢’ in die karthesische Darstellung um.
Wandeln Sie z = 1 + 5i in Polardarstellung um.

Wandeln Sie z = 1 — 57 in Polardarstellung um.

AN R

Wandeln Sie z = 4e’% in karthesische Darstellung um.

Loésung:

1. ¢ = arctan (1) = IZ und r = 2v/2, daraus folgt z = 226t

2. Es ist am besten man stellt sich diese Zahl in der komplexen Ebene vor. Sie liegt genau auf der imaginéren
Achse, also z = 3i

3. Diese Zahl liegt im 4.Quadranten. Deswegen gilt nach der Vorlesung: ¢ = arctan (5) =~ 0.43-7 und r = V5.
Daher z = 1/5ei0-437

4. Man erkennt das es sich bei dieser Zahl um das komplex konjugierte der vorherigen Zahl handelt also:
2 = \/Be—i0-43m

5. Nach der Vorlesung gilt: z =4 (cos (%) + isin ()).

1.2 Bestimmung von Real und Imaginarteil

5431

Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil von z = 355

Loésung:
(543i)(5—14) (25+3)+i(15—5) 14 4 5
(5+i)(5—1i) 25 +1 - 13 13
~—~ ~—~
=Re(z) =Im(z)

1.3 Klausuraufgabe

Geben Sie Real- und Imaginérteil von

1.
1
a+ib
2. -
M)
(1+14)3
an.
Loésung:
1.
a—1b a—1b

(a +ib)(a —ib)  a?+b?

Also: Re(z)= %3 und Im(z):ﬁ.
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2.
i3
a2 _a-ip_ (V) (&% )= o iy
z= = = 2 S~ T 2 Tt g
1+4)3 23 23 <z L
( +Z) \/5 i3 i%w
—e'1.€ =Re(z) =Im(z)

1.4 *Geometrische Interpretaton einer Gleichung

Man schreibe

z—1
z+1

in die Form
|Z_m|:p mvaR

um und interpretiere das Ergebniss geometrisch.

Loésung: Zunichst betrachten wir:
lz—m|=p & (-m)E"—m)=p* & z22"¥—(zm+mz*)+m?=p
Wir wollen jetzt die obere Gleichung auf diese Form bringen:
lz =12 =72 |z 4+ 12
(z=1)(z*=1)=r%(z+1)(z* +1)
25—z =2 1=r e 2+ 1) & A=) -0 +rH)(z+2") = —(1-1?)

Durch hinzufiigen eines zusétzlichen Summanden auf beiden Seiten bringen wir die Gleichung auf die obere

Form:
2

L, 1472 . 1—|—7‘2)2 1+172)
22_1—T2(2+2)+’1—T2 :_1+‘1—r2
2
L e H’Hv“
1—1r2 1—172
——

=p

Es handelt sich um einen Kreis mit Mittelpunkt m und Radius p.

1.5 Wurzeln von komplexen Zahlen

1. Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung:

522 -2245=0 zeC

2. Berechen Sie alle Losungen der Gleichung;:

2242:-i=0 zeC

3. Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung:

24i=0 zeC

Loésung:
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1. Dieses Problem 16st man am besten durch quadratische Ergéinzung:

2
1 1 1 24
522 224 - 45—-=0 < 5)z — — =~ =90
z z+5+ 3 (ﬂ)z \/5> +5

1\? 24 2
A
5 25 25

1 1
=+i-v24 + -
z 25 +5

Nun sehen wir:

Damit haben wir die zwei Losungen gefunden, die wir nach dem Fundamentalsatz der Algebra erwarten.

2. Auch hier erginzen wir zunéchst quadratisch:

2424+1=i+1 & (2+1)2=V2%

=z

Wobei wir ganz rechts 1414 in Polardarstellung umgeschrieben haben. Nun kénnen wir analog zum Skript
die Wurzeln zu 2 ziehen.

~ 44k-2 ~ ~ 9
¢k:7r/—|—% k=0,1= ¢1:g ¢2=§7T F=v2

Wegen z 4 1 = 2 folgt:
2 =V2e'F —1 29 = \/iei%7T -1

3. Hier kann man ganz analog zur Vorlesung vorgehen:

Deshalb:

3
om+ k2w 1 2 1 7 11
b= = mHke T = do= 37 Gi=cm = —om =1

1.6 Komplexer Logarithmus

Berechnen Sie in(—8 + 6i).

Losung:
2= —8 + 6i = 10¢'(25Fk2m)

Damit erhélt man die Losungen:
In(z) =In(10) +4(2.5 + k- 27) = 2.3+ 4(2.5 + k- 27)

Der Hauptwert ist also:
Ln(z) = 2.3+ 2.5¢
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2 Vollstandige Induktion

2.1 Binomische Formel

Beweisen Sie die Binomische Formel

mit Hilfe der vollsténdiger Induktion.

Loésung:

e Induktionsanfang:

e Induktionsschritt:

(a+b)"t = @£y (a+b) = (é (Z) at - b”‘k> (a+b) = f: (Z) ab b"—k+§n: (’;) ab . prkt

Annahme

n+1

:Z<kﬁ1)“k'bnk“+...:
k=1

Hier haben wir den Index in der ersten Summe ’geshiftet’, d.h k¥ — k+ 1. Das n im Binominalkoeffizenten
bleibt durch den Indexshift unverindert. Die Summe muss aber, um dieselbe Anzahl an Summanden zu
haben, bis n+1 laufen.

=é{(kﬁ1)+(2)}ak-bn—’““+ @ a® - b+l 4 @ a" 0
() LD I )

q.e.d.

2.2 Summenformel

Beweisen Sie die folgende Summenformel

mit Hilfe der vollstédndigen Induktion.

Losung:

e Induktionsanfang:

Z162:1:1.(1“).(2.1“)
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e Induktionsschritt:
o nn+1)2n+1)  6(n+1)2

K 1
>k +(n+1) 5 + =
k=1
——
Annahme
nn+1)2n+1)+6(n+1)>  2n°+9n>+'3n+6
B 6 B 6
Das der Zédhler dem gewiinschten Ergebniss entspricht beweist man am besten indem man riickwirts

rechnet:
(n+1)(n+2)(2n+3) = (n* +3n+2)(2n+3) = 2n® + In* + 13n + 6

Damit haben wir alles beweisen.

2.3 Klausuraufgabe

Beweisen Sie

durch vollstédndige Induktion.

Loésung:

e Induktionsanfang:

e Induktionsschritt:

2”: L 1 _n 1 _onn+2)+1  ni42n+1  n+1
£ 1k:2—|—k n+1)%+n+1 n+l m+)n+2) m+)n+2) “+1)n+2) n+2
[ ——
(n+1)(n+2)
q.e.d.

2.4 Summenformel der Binominalkoeffizenten

Es seien n, k € N und es gelte n > k. Man beweise
i m\ (n+1
k) \k+1
m=k
durch vollstéindige Induktion.
Loésung:
Zunichst einmal stellt sich das Problem, dass wir die richtige Variable finden miissen, die wir zur Induktion

benutzen. Dies ist die Variable n, da k nur bis n lduft und somit eine neue Aussage nur auftritt wenn man n
erhoht.

e Induktionsanfang: Wir wihlen hier den kleinst moglichen Wert fiir n. Dieser ist laut Aufgabenstellung

()0 ()
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() (1) = () (1) - ()

m=k

e Induktionsschritt:

Die letzte Gleichung folgt aus der allgemeinen Konstruktionsvorschrift der Binomianalkoeffizenten:

(") = ()= (")

Was man sich am besten mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks klarmacht.
q.e.d.

2.5 Abschatzung Potenzfunktion, Exponentialfunktion

1. Beweisen Sie zuniichst die Hilfsaussage

2n+1< 2" neN ,n>5

2. Uberzeugen Sie sich, dass die Aussage
n? <2 (%)

fir n = 1,5 gilt, nicht aber fiir n = 2, 3,4.
3. Beweisen Sie (*) induktiv mit geeignetem Induktionsanfang.

4. Was sagt dieser Satz anschaulich?

Losung:

1. Wir beweisen mit vollstdndiger Induktion:
e Induktionsanfang: n=>5: 11 < 2°

e Induktionsschritt:
2n+1)+1=2n+1<2"+2<2.2" < 2!

Dabei haben wir die Induktionsannahme benutzt und die Vorgabe n < 5. Damit ist die Hilfsaussage
bewiesen.

2. Dies sieht man durch Einsetzen.

3. e Induktionsanfang:
Hier wahlt man n=>5, da wir vorher gezeigt habe, dass die Aussage zwar fiir n=1 gilt nicht aber fiir
n=23.4. Deswegen kann der Induktionsbeweis nur fiir n > 5 Erfolg haben.

57 =25<32=2°
e Induktionsschritt:
(n+1)?=n*+2n+1<2"+2n+1
Jetzt miissen wir die Hilfsaussage aus der ersten Teilaufgabe benutzen.
2" +2n+1<2" 42" =2.2" =27t
q.e.d.

4. Der Satz besagt, dass exponentielles Wachstum (also Wachstum der Form a”) schneller ist als Wachstum,
das sich wie eine Potenzfunktion (x™) verhélt.
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2.6 GauBsche Summenformel

Man beweise:

2
k=1
per vollstandige Induktion.
Losung:
e Induktionsanfang:
1-2
1=—
2
e Induktionsschritt:
n+1 n 2
nn+1) n*4+3n+2 @n+1)(n+2)
k:: 1 ku 1 = =
kz_l (n+1)+ ]; ntl+—— 5 5

q.e.d.

2.7 Eine weitere Summenformel des Binominalkoeffizenten

e Beweisen Sie die Formel fiir n € N
e Beweisen Sie die Formel fiir n € N

Loésung:
Diese Aufgabe soll lehren, dass nicht alles was nach Induktionsbeweis aussieht, auch einer ist. Die Aufgaben-
stellung verlangt keine Induktion.

220 = (14 1)*" = QZn (2:)

k=0

wobel wir die binomische Formel verwendet haben.

3 Stetigkeit

3.1 Grenzwertbestimmung von Funktionen

Bestimmen Sie wenn moglich die folgenden Grenzwerte:

: 3x+9
1. lim 257

349

2. hm3 o

T——

z—0— |l
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4. lim %
r—0+ |z]
5. lim —&*z

r—3 z2—2
7. lim YEt2—v2
x—0 &
Loésung
1. lim 22+2 — lim -3 existiert nicht.
.3 =9 73 T3
. 3z4+9 _ 1: 3 -1
2 901_1,11_13 229 — xEHES z—3 2
3. lim & =-1
r—0— ‘ll
4. lim &% =1
z—04 |7l
2
: x“—bx+4 __ : z 1
5 Ili)m_l r2—z—2 Ill)m_l z—2 3
z°—bx+4 __ 16
6. lim =572 =7
Vzt2—V2 : 1 1
7. lim &£ = lim = —=
z—0 z 7—0 VT+2—V2 2v2
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