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Aufgabe 1 zum warmwerden

Berechnen sie

a)

1 -3 3 1 1-3+6 4

3 =5 3 1] =13-54+6]=14

6 —6 4 2 6—-6+48 8

5 7 9 -5 3 1 5—-5 T+3 9+1 0 10 10

§ =6 3|+ 2 -4 -3]=|8+2 —6-4 3-3 10 —-10 O

4 10 -2 1 3 15 4+1 10+3 —-2+15 5 13 13

4 -4 4 1 -1 1 4—-4 —4 44 4—-4+48 0 0 8
T =9 7 1 0 1= 7-9 =747 7T—-9+14 -2 0 12
15 —-17 11 0 1 2 15-17 —15+11 15—-17+22 -2 -4 20

Aufgabe 2 inverse einer 2 X 2 Matrix
d —b\ fa b ad —bc  db—1bd 1 0
— 1 _ 1 _ _ _
BA =G (—C CL> (C d> ~ ad—be (—ac—|— ac —b+ad> (O 1) By =AB

Aufgabe 3 lineare Abbildungen

a)

nicht linear, f(z +y) = ((Hy) +4> # @)+ fly) = ((IHJ) +8>

—(z+y) —(z+y)
injektiv f(z) = f(y) < (f”tfl) _ (y+y4) Sz=y

nicht surjektiv z.B (0,0)7 hat kein Urbild
. 1 —

linear A = (O 1 >,

bijektiv, da A~! = <(1) i) existiert

nicht linear,

f Tty _ [ T1%2 4 Y1Y2 n T1Y2 + Y122
T2 + Yo T1 — T2 Y1 — Y2 0
f(901) +Jc(Z/1> _ ( ZL1T2 >+< Y1Yy2 )
T2 Y2 T1 — X2 Y1 — Y2

nicht injektiv f(—1,—-1) = f(1,1) ,
nicht surjektiv z.B (—10,5)7 hat kein Urbild

. 1 1
linear A = B - 1 1>,
injektiv, da Kern(} _11> = {0} (Lemma 2.15) und die Komposition injektiver Abbildungen wieder

injektiv ist, nicht surjektiv R? — R3 und damit nach dem Dimensionssatz Rang(f) < 2 und dim R?® = 3
(Lemma 2.14)

nicht linear,

Z1 Z1 1
bijektiv, da inverse Funktion | zp | — B~ | [z | = | B! existiert wegen Kern(B) = {0}
z3 zZ3 147



Aufgabe 4

1 -3 0
a) A= (-2 5 0] Ist in dem Fall nicht eindeutig, da nur das Bild(f) angegeben ist und nicht die Bilder
0o 0 3

der Basen, permutieren der Spalten von A liefert die anderen moglichen Losungen.

b) Mit der Matrix aus a). Wihle V = span (1,z), V' = span (z2). Dann ist V @& V' = P,. Es gibt nun zwei
einfachere Abbildungen:
h:V — V mit Matrix B = (12 53> und

g : V' — V' mit Matrix C = (3).
B~ ist nach Aufgabe 2 B~ = (:g 5 > Ct=(1/3).

A~1! ergibt sich durch zusammensetzen aus B~! und C'~*

5 -3 0
Al=(-2 1 o0
0 0 1/3

1 -3 0\ /-5 -3 0 —5—-6 -3--3 0 100

Probe: AA"'=[-2 5 of[-2 1 o|=|--10-10 ——=6-5 0 |=(0 10

o o 3/\o o0 1/3 0 0 3.1/3 00 1

¢) Nachdem A und A~1 existiern ist f bijektiv. Damit folgt aus der Dimensionsformel dim Bild(f) = 3. Da
das Bild von f als Span von 3 Vektoren gegeben ist, folgt dass diese linear unabhéngig ist. Da dim P, =
3 folgt zudem das die Vektoren zusétzlich eine Basis bilden.

Aufgabe 5 lineare Abbildungen IT

-7 1 —4 4 3 10
a) fle|=fl2)s2fl2]|=(18]+2[-2|=]14
3 3 0 -8 -3 —14
3 —-15 3 4
b) -5-(-2]={ 10 |, —2 | und | 18 | sind linear unabhingig.
-3 15 -3 -8
3 —15 —4 -3 -23
= Kern(f) = f~' | span [5-|-2]+ ] 10 =span (5- 2 | + | -6 = span 4
-3 15 0 5 )

¢) Nach dem Dimensionssatz folgt dim Bild (f) = 2= Ranfg(f) , (dim R3 = 3,nach b) dim Kern(f) = 1)

4 3
d) Nach b) ist span 181],(-5 eine Basis (Da der 2. und 3. Bildvektor linear abhéngig sind). Die
-8 -3
4 3
Vektoren sind schon Orthogonal, miissen also nur noch normiert werden. Also ist eine ONB \/M 18 1, 12 5| —2
-8 -3

Aufgabe 6 Verknipfung von Matrizen

C:= B A

Cjl = Z bjkakr = Z 0jkAjR@rl = 05 Aj551 = Ajjaji.
k=

Da a]l = O fir j <1 folgt cji = 0 fiir j <1 = C ist obere Dreiecksmatrix

Aufgabe 7 Basistransformation

a) < w;,w;j >= 0 = wj, ..., wy bilden eine ONB des R*

1/vV2 0 /2 —1/2
0 1/vV2 1/2  1/2
0 1/vV2 —-1/2 —1/2

/vV2 0 —1/2 1)2

b) A=



¢) Da die w; eine ONB bilden ist dim Bild(f) = 4 = Rang(f). AUs der Dimensionsformel folgt, dass dim
Kern(f) =0

d) aus c) folgt Kern(A4) = {0}, Basis Bild(A) = span (w;, wa, ws, wy)

e) Sei C die Abbildende Matrix der Funktion h : R* — R* mit f(e;) = b; (e; bezeichne die Standardbasis
des R*). Dann ist die gesuchte Matrix B gegeben durch B = CA™". (Anwendung des Satzes iiber
Basiswechsel, wobei A7 = S)

Aufgabe 8 alte Klausuraufgabe

a) Nach der Dimensionsformel muss m =n — 1

0 0 - a
0 0 - a
b) f(bi) = 0¥i € {0,...,m}, f(bn) = a = (a1,.,an)" = A= | . | :
0 0 an
o 0 --- aja,
0 0 --- asay
o A=|. . . | =aA=sa=a,
o o0 --- a?
_ _ . . . . _ 1 fallsa#0
ko ph—1 _ .. k=1 kY =1y _
d) ff=af'=...a"1f = dim Bild (f") = dim Bild (a"~'f) {0 falls o — 0

Aufgabe 9 schwer
a) Aw; = (1,0)T, Awy = (0,1)

b) < wy,ws >= 0, damit sind wy,ws linear unabhingig, d.h dim Span (wi,ws) = 2. Damit ist U :=
span(wy, we) ~ R2.

1 2
c) B:=|1 —4] ist de gesuchte Matrix
2 1
AB = <(1) ?) Dies ist die Darstellung der Identitésabbildung in R?,
1 0 0
BA=1| 0 1 0] =C
3/2 1/2 0

Cw, = wy;Cwy = wa, jeder Vektor u € U lédsst sich als Linearkombination der Basisvektoren wi,ws
darstellen u = a - wy + b - wy. Das heifit Cu = C(a- w1 +b-wy) = (a-wy; +b-ws) = u. Damit ist C
datstellung der Identitatsabbildung id(u) = uVu € U.



