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Aufgabe 1 Komplexe Zahlen—Losung
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c) e falsch, C hat keine Anordnung
e richtig, da |z] € R
e falsch, diese Aussage gilt nur fiir reelle Polynome
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Aufgabe 2 Skalarprodukte-Lisung

a) In R? ist S(z,y) := 2T Ay mit A = (CCL

b) aufgrund des Matrizenprodukts eine Bilinearform und weiter

d

ein Skalarprodukt <

(1)

S ist symmetrisch Va,y € R? & S(z,y) = S(y,z)Vz,y € R?

x)
1 0 0 1 . . . .
Wegen S <(O> , <1)> =bund S <(1> , <O>> = ¢ folgt notwendigerweise b = c¢. Fiir b = c gilt

aber: AT = A und
S(z,y) = aT Ay = (2T Ay)T = yTATx = yTax = S(y,z) € R Va,y € R?

S ist positiv definit < S(z,z) > 0 Vo € R*\{0} und S(z,2) =0 2 =0

!
S(a,a) = (w1, 22) (‘; Z) () — aa? + 2wrws + do? S 0 Vo € R0}

Notwendig sind offenbar ¢ > 0 und d > 0, da fiir a < 0 folgt S <(1> , <1>) =a<0oderfird<0

0 0
0 0 .
folgt S ((1) , <1>) =d <0 Widerspruch!
!

= (quadr. Ergéinzung) S(z,z) = a [23 — 221 225] + dad = a [z, + gxg]Q + “df;lﬁx% >0 (%)
Notwendig ist weiter det A = ad — b* > 0, da andernfalls fiir xq = 2 und zo = —1 folgt S(z,x) =
# < 0 Widerspruch!

Andererseits ist b = ¢, a > 0 und ad — > > 0 hinreichend fiir die Symmetrie und die positive
Definitheit von S, da

¥ b
S(x,m):0(4:2:314—7:52:0/\352:0(:)351:x2:0<:>x:O
a

also S ist Skalarprodukt < b = c,a > 0 und det A = ad — b> > 0

b) DO MO
Iuf Is
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¢) Im R”™ sei durch ein Skalarprodukt S(X,Y") eine Norm || X|| = 1/S(X, X) gegeben. Dann gilt:

(i)
(i)

AC 1 BD & S(A—C,B—D)=0< S(A,B) — S(A,D) — S(C,B) + S(C,D) =0

2+ =0 +d2
& |A=-B|*+|B-C|*=|A-B|*+|/C - D|?

& S(A—D,A-D)+S(B—C,B—C)=S(A—B,A— B)+S(C — D,C — D)
& S(A, A) —2S(A, D) + S(D,D) + S(B, B) — 28(B,C) + S(C, C)

= S(A,A) —25(A, B) + S(B,B) + S(C,C) — 2S(C, D) + S(D, D)

& S(A,B) — S(A,D) — S(B,C) + S(C, D) =0

Vergleich von (7) und (i%) zeigt die Behauptung.

d) e g ist fiir f #Nullabbildung keine Sesquilinearform, da

9(@, Ay1 + Aayz) = f() + f(Ayr + Aayz) = f(@) + A\ f(y1) + Ao f(y2) und

Ag(@, y1) +A2g(w,y2) = M (f(2) + f(y1)) + Ao (f (), f(y2)) = (A +X2) f(z) + A f(y1) + Aaf(y2)

e ¢ ist hermitesch, da g(y,x) = f(y) + f(z) = f(z) + f(y) = g(z,y)



e)

e ¢ ist nicht positiv definit, da g(z,z) = f(x) + f(z) = 2Ref(z). Da f linear ist gilt:
f(—2) = —f(z) © Ref(z) oder Ref(—xz) ¢ RT
e ¢ ist kein Skalarprodukt auf V'

A, Ay1 + Aayz) = f(2) f(Aayr + Aay2)

= Mf(@)f(y1) + Xaf (@) f(y2) = Mh(z,y1) + A2h(, ya)

h(Az1 + Aax2,y) = f(y) f(Mx1 + Aex2) = f(y) (A f(z1) + A2 f(22))

= MSfW)f (1) + A2 f(y) f(w2) = Mh(z1,y) + A2h(z2, y)
< h ist Sesquilinearform

e h ist hermitesch, da h(y,z) = f(y)f(z) = f(z)f(y) = h(z,y)
e 5(x,2) =04 f(z) =04 2 =0 dimKern (f) + dimBild(f) = 0+ 1 = dim V Widerspr.
(Kern(f) ={0}A Bild(f)=C=V =C
(*) nur unter der Voraussetzung f injektiv und surjektiv. < V ist 1-dimensional und f(z) = az,a €

C\{o}.

e 5:C3 x C3 — C ist ein Skalarprodukt < s ist positiv definite hermitesche Sesquilinearform

(i) s hermitesch < s(y,x) = s(z,y)

1 —i 0\ [w 1 —i 0
s(z,y) = (F1,T2,73) = |1 2 i yo | =7 Aymit A:==[i 2
0 —i 2/ \ys 0 —i

s(y.@) = yTAw = y" Az = (yTAz)" =T A"y < s(x,y) Va.y
A =AeAT=1 (betrachte kanonische Basis!)
(ii) s Sesquilinearform < s(x, \y + pz) = As(z,y) + ps(x, 2) A s(Ax + uy, 2) = As(x, 2) + fs(y, z)
s(@, Ay + pz) =7 Ay + pz)
=T ANy + T Apz = Ns(x, 2) + ps(y, 2)
(iii) s ist positiv definit < s(z,z) >0V 2z € CAs(z,2) =02 =0

s(x,x) = [x1T7 — 121T2 + 1T 1x2] + 202T3 + 129T3 — 12373 + 20373

Il =

[(z1 + i22)(T1 — iT2) — 22T + 22973 + 1x2T3 — 13T + 22373
= 2\T1' + (2272 + i22T3 — ix3T) + 20373

= 1177 + [(x2 — i23) (T2 + iT3) — 23T3] + 22373

= 2177 + 2hTy 4 2373 > 0, Vo € C3! Beachte s(z, z) € R!

s(r,r) =02 =21 +iza=0Aay =29 —ix3=0A23 =0 2 =0

() Suche zj = x1 + Pawa + B33 so, dass alle gemischten Glieder mit z; oder Z7 in 2 - Ty’
enthalten sind!

21T = (21 + forg + B303)(TT + (o2 + (3T3) = 2171 + Box1T2 + BotoT1 + B321T3 + 30371 +
B23322T3 + $28373T3 + B2faw232x2T3 + B33313T3

Beachte: s(z,y) = 27 Ay mit AT = A ist positiv definit = a;; > 0, da sonst s(e;, e;) = ay; < 0=
alle gem. Glieder x;x; und x;Z; mit j > 4 lassen sich in ZL’;E/ stecken!
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Aufgrund der CSU 0 < HaH Hbl\s < 1 kann man den beiden Vektoren a und b den Winkel

s _s(a,)|
pE [0, 2] mit cos ¢ = Tall> Tl zuordnen.
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Aufgabe 3 Normen-Losung

Mit z = (z1,...,2,)T € R" gilt jeweils mit ||u + v|| < [Jul| + ||v] Vu,v € R
n
o || - |l1: Definitheit: ||z]; =0 > |z, =02, =0Vi< =0
i=1

n
Positivitat: ||z|1 = Y |a;| > 0 (klar)

i=1
n n
Homogenitét: [lox|ly = > [awi| = |o| 3 2] = |af[|z]:

1=1 1=
n

Dreiecksungleichung: [« +yll1 = > |2 +4il < > ([l + [gil) = [lzll + [[yllx
i=1 i=1

o | -|I: lzllz = /> 22 = \/{z,z) (Standardskalarprodukt)
i=1

Definitheit: ||zl =0 < Z 2?=0s2,=0Viesz=0

3

Positivitat: ||zl = Z 0 (klar)
Homogenitét: ||ax|2 = /> (ax;)? = |o Z z? = |a||z]|2
\/ i=1 V

3V3 33

Dreiecksungleichung: [|z+yl|3 = (v+y, 2 +y) = (2, 2) +2(z,y) + (v, y) <(CSU)[z[3+2[|z]l2llyll2+ llyll5 =

(llll2 + llyll2)®



o || - ||: Definitheit: ||z||cc =0« max |z;| =0z, =0Viez =0
1<i<n

e ey e . _ ) >7 y
Positivitat: ||z eo Jnax |z;| > 0 (klar)

Homogenitét: ||az| = max |ax;| = |a| max |z;] = |a|z||e Dreiecksungleichung: ||z + y|loo =
1<i<n 1<i<n
4yl < , 1) < , | =
max |zi+yil < max (fzi| +[yif) < max fai| + max [y = [|lz]lec + [yl

Aufgabe 4 Vektorrdume-Lisung

a) O (V\{0}, ") ist kommutative Gruppe (in V' gibt es keine Multiplikation V x V' — V)
O (K, -) ist kommutative Gruppe (0 € K besitzt in K kein inverses Element)
BV e K, YoeV gilt () -v=p(v)
OVANpe K, YoeV gilt AMv+ ) = v+ Ap (Vektor + Skalar nicht definiert)
BVY\e K, Vo,weV gilt A(v+w) = v+ dw
OVAe K, Yo eV gilt Av = v (Vektor - Skalar (von rechts) nicht definiert)
BVue K, VoeV gilt (A4 p)v =+ pv
BYveVglt (-)yv=—v (v+(-1)yv=1yv+ (-1)yv=(1+(-1))yv =0yv =0y

b) Zu priifen ist jeweils das Untervektorraum-Kriterium:
o W = {(x1,22,23) € R3|z; = 25 = 223} C R? ist Untervektorraum, da

(i) W #0, da (0,0,0) € W
(ii) (+) abgeschlossen, da fiir (z1, T2, 3), (Y1, Y2, y3) € W gilt:

Ty =T =203 ANY1 = Y2 = 2y3 = T1 + Y1 = T2 + Y2 = 203 + 2y3 = 2(x3 + ¥3)

= (z1,22,23) + (Y1, 42, 43) = (T1 + Y1, 22 + Y2, 23 +y3) €W
(iii) (-) abgeschlossen, da fiir (x1,z2,23) € W und X € R gilt:

T = X9 = 203 = Ax1 = Axg = 2A£L'3 = )\($1,$2,$3) = (/\1'1, )\1’2, )\1’3) ew

o W= {(u+\A?) € R?u,\ € R} C R? ist kein Untervektorraum, da V(z,y) € W gilt y > 0 speziell
(1,1) € W, aber skalare Multiplikation mit (—1) € R liefert (—1)(1,1) = (—1,—-1) ¢ W, d.h. (-) ist
nicht abgeschlossen

o W:={f € Abb(R,R)|f(—z) = f(x) Vz € R} C Abb(R,R) ist Untervektorraum
(i) f(z) =0 Va € R (Nullfunktion) liegt in W = W # ()
(i) figeW: (f+9)(@)=f(2)+9(z)=f(-2) +g9(-2) = (f+9)(-x) Ve eR= (f+9) e W
(i) £ €W, A€ R: (A)(x) = Af(x) = M (—z) = \f)(@)¥z € R
o W = {(x1,72,23) € R¥x; > 22} C R? ist kein Untervektorraum, da z.B. (1,0,0) € W, aber
(-1)(1,0,0) = (—1,0,0) ¢ W, d.h. () ist nicht abgeschlossen.
Aufgabe 5 lineare Unabhangigkeit und Basen-Losung

a) Ordnet man by, b, b3 als Zeilen zu einer Matrix an, so hat diese den Rang 3 = dimR3, wie elementare
Zeilenumformungen zeigen:

1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 0 2 I—_)H 0 0 1 II und III_V)ertauschen 01 1
0 1 1 0 1 1 0 0 1

Das heif3t b1, b, b3 ist ein minimales Erzeugendensystem bzw. maximales linear unabhéngiges System,
also eine Basis.
b) e v ist Linearkombination von n Vektoren v1,...,v, € V (Vektorraum tiber K), n € N
n
<:>U:)\1’U1+)\21}2+...+)\n’l)nZZAZ"UZ‘ mit \; € K
i=1
Durch Vergleich der Komponenten der Vektoren erkennt man beispielsweise:

V1 = Vg + Vyq,V3 = V1 — V4,V3 = V2 — VU5,V4 = V1 — V2,VU5 = V2 — V3,V = V2 + U3



e — M span(vy,v3,vs) =span(vs, vs)

Wegen vy = v3 + v5 = v, U3, U5 €span(uvs, vs) =span(ve, vs, vs) Cspan(vs, vs).
Umgekehrt gilt sicher: span(vs, v, v5) Dspan(vs, vs), also insgesamt: span(va, vs, v5) =span(vs, vs).

-n Span(vl, Us, Uﬁ) :Spa’n(vla V2, U3, V4, Us, UG)
Wegen vy = %(’U{, + vg),v3 = %(06,%) und v4 = V] — Vg = V] — %(’Us + vg) gilt:
span(vy, va, v3, V4, Vs, Vg) Cspan(vy,vs,vs). Umgekehrt gilt offensichtlich auch
span(vy, vy, vg) Cspan(vy, ve, vs, V4, Vs, Vg), also folgt Gleichheit.
Anmerkung: Dass vy eine Linearkombination von vy, vs, vg ist, kann man auch mittels Ansatz
vy = Avy + pvs + vvg bestimmen.

— [ span(vg, v3, v5) =span(vy, v, vs)
Nach 1. gilt: span(ve, vs, vs) =span(vs,vs), aber vy ¢span(vs,vs), da der Ansatz Avs + pvs = vq
zum Widerspruch fiihrt.

— O span(vy, v, v4) =span(va, v, Vs, Ug)
Wegen vs = ve — vz und vg = vo +vs gilt span(vy, vs, vs, vg) =span(ve,vs), aber vy ¢span(vy,vs),
da vy, v, v linear unabhéngig sind, bzw. der Ansatz Avy + pwvz = v; zum Widerspruch fiihrt.

e Um eine Basis des Untervektorraums (?) U =span(vi,ve,...,vs anzugeben, miissen wir eine min-
imale Teilfamilie B von {v1,vs,...,vs} mit spanB =span(vi,...,vs) angeben. Fiir die Vektoren
V4,5, Vg Eilt v4 = v1 — V9, V5 = vy — V3, Vg = U2 + v3. Somit gilt span(vy, ..., vs) =span(vy,va,vs).

Nun ist noch die lineare Abhéngigkeit der drei Vektoren vi,vs und vz zu untersuchen. Wir ver-
muten, dass diese drei Vektoren linear unabhéngig sind, und zeigen dazu, dass diese nur eine triviale
Linearkombination des Nullvektors bilden:

1 1 0
A1 ? + Ao 1 +)\3 1 <:>>\1:>\2:)\3:0
2 1 0

Somit sind die drei Vektoren linear unabhéngig und B = (v1,v2,v3) eine minimale Teilfamilie mit
spanB = span(vy, ..., vs). Also ist B eine Basis des Untervektorraumes U, der ein drei-dimensionaler
Untervektorraum des R* ist.

Aufgabe 6 Gram-Schmidt- Verfahren-Losung

a) e Gegeben: d linear unabhéngige Vektoren aq,...,aq
Gesucht: Orthonormalsystem {b1,...,bs} mit span(by,...,bx) =span(ay,...,ax) fir 1 <k <d

1
2 ay 1 1
Haln <a13a1> =0 ||a1|| 2| -1
-1
2 ~ 1
~ -2 ~ bo 1] -1
by = as — {(az, by)by = = bl =16 = by = —— = =
2 bofl 2 { 1
-9 _
[span(by,b2) =span(ay, az)]
1 _ 1
~ 1 b3 111
b3 = a3z — <a3,b1>b1 — (a3,b2>b2 = = ||b3||2 =4 = b3 = — = —
i sl 2 i

[span(by, b, bs) =span(a1, az, as)]

(6
o Erster Weg: Suche by = 5 € R\ {0} so, dass (b, bs) =blby =0, 1 <k <3A|bs]| =1 = LGS:

5

b =

1 1 -1 -1 11 -1 -1 1 0 0 -1 B

1 -1 1 1]~ 0 -2 2 o]~ 1—10:»}__“

1 1 1 1 0o 0 2 2 0o 0 1 1 - Tk

a = p



1 1

-1 ! 1 1] -1
=by=p E uER\{O}/\||b4||2:4u2;1®u:i5:>b4:i§ 1
1 1
1
Zweiter Weg: Erginze {a1,as,a3} z.B. um a4 = 8 und orthonormalsiere wie oben.
0
1
- 1 1
by = a4 — (a4,b1)b1 — (a4, b2)ba — (a4, b3)bs = vl
1

by 1[-1

~ 1
b 2:7:>b: — =
=== = 5|
1

b) Gram/Schmidt-Verfahren mit den Vektoren by := (1 1 0 O)T,bg = (1 1 0 i)T und b3 := (0 0 + i)T

q i : b
1= 77— —~=01
b1l V2
] , P -
G2 = ba — (b2, q1)qn = (0 00 Z):>q2:m: ’
G = bz — (b3,q1)q1 — (b3,q2)q2= (0 0 @i 0) = gz= IIZNZII —

= {q1,¢2,q3} bilden eine Basis des span(by, ba, b3), womit by, ba, b3 linear unabhéngig sind.
Erginze q1,q2, g3 zu einer ONB des C* durch ¢4 = (a, 3,7,6)" mit

1
ulqagelgag)=6ga=—@@+p)=0sp=-aA

V2
Ul (e =@dR=-i6=0=0A
ulaelua)=agia=—iy=0cy=0A

1 1
=leluu =q¢ga=2ca=15|a=—=qg=—(1,-1,0,0

||(J4|| <Q4 Q4> q4 44 || \/5 q4 ﬁ( )

Bemerkung: Die Orthonormalbasis héngt von der Wahl der Reihenfolge der den Span aufspannenden
Vektoren ab, die man meist geeignet wiahlen kann. Wahlen Sie z.B. die Reihenfolge b, b3, b;!

Aufgabe 7 orthogonale Projektion-Ldosung

Erstellen einer Orthonormalbasis von U:

L/ N 1 0
b1: 0 Hblii 0 ,b2: 1 — 0 = 1 < 1 , 0 > 0 = 1
1 V2 |y 1 1/ 2\\1/) \u 1 0

2 1 1
Léange [|[Pu(v) —v|l =2 —[2]]| = ( olll=v2
2 3 -



