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Aufgabe 1 Komplexe Zahlen–Lösung

a) (i)

z =
2 + i

3 + 4i
=

(2 + i)(3− 4i)
(3 + 4i)(3− 4i)

=
6− 8i+ 3i+ 4

32 + 42
=

1
25

(10− 5i) =
1
5

(2− i)

(ii) (
1 + i√

2

)4

=
(
ei
π
4
)4

= e4·i
π
4 = eiπ = −1

(iii) (
1 + i

1− i

)10

=
(

(1 + i)2

1 + 1

)1

0 =
(

1 + 2i− 1
2

)1

0 = i10 = (−1)5 = −1

b) (i)

z5 + 3z4 − z − 3
z + 3

=
(z4 − 1)(z + 3)

z + 3
⇒ zm = e2πi

m
4 =


e
π
2 i

eπi

e
3π
2 i

e2πi

(ii)

z4 − 3z3 + 3z2 − 3z + 2
z2 − 3z + 2

=
(z2 + 1)(z − 1)(z − 2)

(z − 1)(z − 2)
⇔ z1,2 = ±i

(iii)

z3 + z2 + 4z + 4 = 0

(z3 + z2 + 4z + 4) : (z + 1) = z2 + 4

−(z3 + z2)

4z + 4
− (4z + 4)

0

z1/2 =
±
√
−16
2

=
±i
√

16
2

= ±2i

⇒ z1 = 2i, z2 = −2i, z3 = −1

c) • falsch, C hat keine Anordnung

• richtig, da |z| ∈ R
• falsch, diese Aussage gilt nur für reelle Polynome

• richtig

• falsch sinϕ = eiϕ−e−iϕ
2i
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Aufgabe 2 Skalarprodukte-Lösung

a) In R2 ist S(x, y) := xTAy mit A =
(
a b
c d

)
aufgrund des Matrizenprodukts eine Bilinearform und weiter

ein Skalarprodukt ⇔

(i) S ist symmetrisch ∀x, y ∈ R2 ⇔ S(x, y) = S(y, x)∀x, y ∈ R2

Wegen S

((
1
0

)
,

(
0
1

))
= b und S

((
0
1

)
,

(
1
0

))
= c folgt notwendigerweise b = c. Für b = c gilt

aber: AT = A und

S(x, y) = xTAy = (xTAy)T = yTATx = yTax = S(y, x) ∈ R ∀x, y ∈ R2

(ii) S ist positiv definit ⇔ S(x, x) > 0 ∀x ∈ R2\{0} und S(x, x) = 0⇔ x = 0

S(x, x) = (x1, x2)
(
a b
c d

)(
x1

x2

)
= ax2

1 + 2bx1x2 + dx2
2

!
> 0 ∀x ∈ R2\{0}

Notwendig sind offenbar a > 0 und d > 0, da für a ≤ 0 folgt S
((

1
0

)
,

(
1
0

))
= a ≤ 0 oder für d ≤ 0

folgt S
((

0
1

)
,

(
0
1

))
= d ≤ 0 Widerspruch!

⇒ (quadr. Ergänzung) S(x, x) = a
[
x2

1 − 2x1
b
ax2

]
+ dx2

2 = a
[
x1 + b

ax2

]2
+ ad−b2

a x2
2

!
> 0 (*)

Notwendig ist weiter detA = ad − b2 > 0, da andernfalls für x1 = b
a und x2 = −1 folgt S(x, x) =

ad−b2
a ≤ 0 Widerspruch!

Andererseits ist b = c, a > 0 und ad − b2 > 0 hinreichend für die Symmetrie und die positive
Definitheit von S, da

S(x, x) = 0
(∗)⇔ x1 +

b

a
x2 = 0 ∧ x2 = 0⇔ x1 = x2 = 0⇔ x = 0

also S ist Skalarprodukt ⇔ b = c, a > 0 und detA = ad− b2 > 0

b) � � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

c) Im Rn sei durch ein Skalarprodukt S(X,Y ) eine Norm ‖X‖ =
√
S(X,X) gegeben. Dann gilt:

(i) AC ⊥ BD ⇔ S(A− C,B −D) = 0⇔ S(A,B)− S(A,D)− S(C,B) + S(C,D) = 0

(ii)

a2 + c2 = b2 + d2

⇔ ‖A−B‖2 + ‖B − C‖2 = ‖A−B‖2 + ‖C −D‖2

⇔ S(A−D,A−D) + S(B − C,B − C) = S(A−B,A−B) + S(C −D,C −D)

⇔ S(A,A)− 2S(A,D) + S(D,D) + S(B,B)− 2S(B,C) + S(C,C)

= S(A,A)− 2S(A,B) + S(B,B) + S(C,C)− 2S(C,D) + S(D,D)

⇔ S(A,B)− S(A,D)− S(B,C) + S(C,D) = 0

Vergleich von (i) und (ii) zeigt die Behauptung.

d) • g ist für f 6=Nullabbildung keine Sesquilinearform, da

g(x, λ1y1 + λ2y2) = f(x) + f(λ1y1 + λ2y2) = f(x) + λ1f(y1) + λ2f(y2) und

λ1g(x, y1) +λ2g(x, y2) = λ1(f(x) + f(y1)) +λ2(f(x), f(y2)) = (λ1 +λ2)f(x) +λ1f(y1) +λ2f(y2)

• g ist hermitesch, da g(y, x) = f(y) + f(x) = f(x) + f(y) = g(x, y)
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• g ist nicht positiv definit, da g(x, x) = f(x) + f(x) = 2Ref(x). Da f linear ist gilt:

f(−x) = −f(x)⇔ Ref(x) oder Ref(−x) /∈ R+

• g ist kein Skalarprodukt auf V

•

h(x, λ1y1 + λ2y2) = f(x)f(λ1y1 + λ2y2)

= λ1f(x)f(y1) + λ2f(x)f(y2) = λ1h(x, y1) + λ2h(x, y2)

h(λx1 + λ2x2, y) = f(y)f(λ1x1 + λ2x2) = f(y)(λ1f(x1) + λ2f(x2))

= λ1f(y)f(x1) + λ2f(y)f(x2) = λ1h(x1, y) + λ2h(x2, y)

⇔ h ist Sesquilinearform

• h ist hermitesch, da h(y, x) = f(y)f(x) = f(x)f(y) = h(x, y)

• s(x, x) = 0⇔ f(x) = 0 ∗⇔ x = 0 dimKern (f) + dimBild(f) = 0 + 1 = dimV Widerspr.
(Kern(f) = {0}∧ Bild(f) = C⇒ V = C
(∗) nur unter der Voraussetzung f injektiv und surjektiv. ⇔ V ist 1-dimensional und f(x) = αx, α ∈
C\{0}.

e) • s : C3 × C3 → C ist ein Skalarprodukt ⇔ s ist positiv definite hermitesche Sesquilinearform
(i) s hermitesch ⇔ s(y, x) = s(x, y)

s(x, y) = (x1, x2, x3) =

1 −i 0
i 2 i
0 −i 2

y1y2
y3

 = xTAy mit A :=

1 −i 0
i 2 i
0 −i 2


s(y, x) = yTAx = yTAx = (yTAx)T = xTA

T
y

!= s(x, y) ∀x, y

⇔ A
T

= A⇔ AT = A (betrachte kanonische Basis!)

(ii) s Sesquilinearform ⇔ s(x, λy + µz) = λs(x, y) + µs(x, z) ∧ s(λx+ µy, z) = λs(x, z) + µs(y, z)

s(x, λy + µz) = xTA(λy + µz)

= xTAλy + xTAµz = λs(x, z) + µs(y, z)

(iii) s ist positiv definit ⇔ s(x, x) ≥ 0 ∀ x ∈ C ∧ s(x, x) = 0⇔ x = 0

s(x, x) = [x1x1 − ix1x2 + ix1x2] + 2x2x2 + ix2x3 − ix3x2 + 2x3x3

∗= [(x1 + ix2)(x1 − ix2)− x2x2] + 2x2x2 + ix2x3 − ix3x2 + 2x3x3

= x′1x1
′ + [x2x2 + ix2x3 − ix3x2] + 2x3x3

= x1x1
′ + [(x2 − ix3)(x2 + ix3)− x3x3] + 2x3x3

= x1x1
′ + x′2x2

′ + x3x3 ≥ 0, ∀x ∈ C3! Beachte s(x, x) ∈ R!

s(x, x) = 0⇔ x′1 = x1 + ix2 = 0 ∧ x′2 = x2 − ix3 = 0 ∧ x3 = 0⇔ x = 0!

(∗) Suche x′1 = x1 + β2x2 + β3x3 so, dass alle gemischten Glieder mit x1 oder x1 in x′1 · x1
′

enthalten sind!
x′1x1

′ = (x1 + β2x2 + β3x3)(x1 + β2x2 + β3x3) = x1x1 + β2x1x2 + β2x2x1 + β3x1x3 + β3x3x1 +
β2β3x2x3 + β2β3x3x2 + β2β2x2β2x2x2 + β3β3x3x3

Beachte: s(x, y) = xTAy mit AT = A ist positiv definit⇒ aii > 0, da sonst s(ei, ei) = aii ≤ 0⇒
alle gem. Glieder xixj und xjxi mit j > i lassen sich in x′ixi

′ stecken!
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(iv) ‖b − a‖s =
√
s(b− a, b− a) =

√√√√√
 0
−i

1 + i

T 1 −i 0
i 2 i
0 −i 2

 0
i

1− i

 =

√√√√√
 0
−i

1 + i

T  1
3i+ 1
3− 2i

 =

√
3− i+ 3− 2i+ 3i+ 2 =

√
8 = 2

√
2

Aufgrund der CSU 0 ≤ |s(a,b)|
‖a‖s·‖b‖s ≤ 1 kann man den beiden Vektoren a und b den Winkel

ϕ ∈
[
0, π2

]
mit cosϕ = |s(a,b)|

‖a‖s·‖b‖s zuordnen.

‖a‖s =
√
s(a, a) =

√√√√√(1 0 −i
)1 −i 0

i 2 i
0 −i 2

1
0
i

 =
√

3

‖b‖s =
√
s(b, b) =

√√√√√(1 −i 1
)1 −i 0

i 2 i
0 −i 2

1
i
1

 = 3

s(a, b) =
(
1 0 −i

)1 −i 0
i 2 i
0 −i 2

1
i
1

 = 2− 3i⇒ cosϕ =
‖s(a, b)‖
‖a‖s · ‖b‖s

=
√

4 + 9
3
√

3
=
√

13
3
√

3

Beachte: s(b, a) = s(a, b)

(v) Gesucht: v =

v1v2
v3

 ∈ C3 mit

s(v, a) = vT

1 −i 0
i 2 i
0 −i 2

1
0
i

 = 0⇔ v1 + (1 + i)v2 − 2iv3 = 0

s(v, b) = vT

1 −i 0
i 2 i
0 −i 2

1
i
1

 = 0

⇔ v3 = 0, v2 = −λ ∈ C!, v1 = (1 + i)λ⇔ v =

1 + i
−1
0

 , λ ∈ C

Aufgabe 3 Normen-Lösung

Mit x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn gilt jeweils mit ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v| ∀u, v ∈ R

• ‖ · ‖1: Definitheit: ‖x‖1 = 0⇔
n∑
i=1

|xi| = 0⇔ xi = 0 ∀i⇔ x = 0

Positivität: ‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi| ≥ 0 (klar)

Homogenität: ‖αx‖1 =
n∑
i=1

|αxi| = |α|
n∑
i=1

|xi| = |α|‖x‖1

Dreiecksungleichung: ‖x+ y‖1 =
n∑
i=1

|xi + yi| ≤
n∑
i=1

(|xi|+ |yi|) = ‖x‖1 + ‖y‖1

• ‖ · ‖: ‖x‖2 =

√
n∑
i=1

x2
i =

√
〈x, x〉 (Standardskalarprodukt)

Definitheit: ‖x‖2 = 0⇔
n∑
i=1

x2
i = 0⇔ xi = 0 ∀i⇔ x = 0

Positivität: ‖x‖2 =

√
n∑
i=1

x2
i ≥ 0 (klar)

Homogenität: ‖αx‖2 =

√
n∑
i=1

(αxi)2 = |α|
√

n∑
i=1

x2
i = |α|‖x‖2

Dreiecksungleichung: ‖x+y‖22 = 〈x+y, x+y〉 = 〈x, x〉+2〈x, y〉+〈y, y〉 ≤(CSU)‖x‖22 +2‖x‖2‖y‖2 +‖y‖22 =
(‖x‖2 + ‖y‖2)2
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• ‖ · ‖: Definitheit: ‖x‖∞ = 0⇔ max
1≤i≤n

|xi| = 0⇔ xi = 0 ∀i⇔ x = 0

Positivität: ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| ≥ 0 (klar)

Homogenität: ‖αx‖∞ = max
1≤i≤n

|αxi| = |α| max
1≤i≤n

|xi| = |α|‖x‖∞ Dreiecksungleichung: ‖x + y‖∞ =

max
1≤i≤n

|xi + yi| ≤ max
1≤i≤n

(|xi|+ |yi|) ≤ max
1≤i≤n

|xi|+ max
1≤i≤n

|yi| = ‖x‖∞ + ‖y‖∞

Aufgabe 4 Vektorräume-Lösung

a) � (V \{0}, ·) ist kommutative Gruppe (in V gibt es keine Multiplikation V × V → V )
� (K, ·) ist kommutative Gruppe (0 ∈ K besitzt in K kein inverses Element)
� ∀λ, µ ∈ K, ∀v ∈ V gilt (λµ) · v = µ(λv)
� ∀λ, µ ∈ K, ∀v ∈ V gilt λ(v + µ) = λv + λµ (Vektor + Skalar nicht definiert)
� ∀λ ∈ K, ∀v, w ∈ V gilt λ(v + w) = λv + λw
� ∀λ ∈ K, ∀v ∈ V gilt λv = vλ (Vektor · Skalar (von rechts) nicht definiert)
� ∀λµ ∈ K, ∀v ∈ V gilt (λ+ µ)v = λv + µv
� ∀v ∈ V gilt (−1)V v = −v (v + (−1)V v = 1V v + (−1)V v = (1 + (−1))V v = 0V v = 0V

b) Zu prüfen ist jeweils das Untervektorraum-Kriterium:

• W := {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 = x2 = 2x3} ⊂ R3 ist Untervektorraum, da

(i) W 6= ∅, da (0, 0, 0) ∈W
(ii) (+) abgeschlossen, da für (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) ∈W gilt:

x1 = x2 = 2x3 ∧ y1 = y2 = 2y3 ⇒ x1 + y1 = x2 + y2 = 2x3 + 2y3 = 2(x3 + y3)

⇒ (x1, x2, x3) + (y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) ∈W

(iii) (·) abgeschlossen, da für (x1, x2, x3) ∈W und λ ∈ R gilt:

x1 = x2 = 2x3 ⇒ λx1 = λx2 = 2λx3 ⇒ λ(x1, x2, x3) = (λx1, λx2, λx3) ∈W

• W := {(µ+ λ, λ2) ∈ R2|µ, λ ∈ R} ⊂ R2 ist kein Untervektorraum, da ∀(x, y) ∈W gilt y ≥ 0 speziell
(1, 1) ∈ W , aber skalare Multiplikation mit (−1) ∈ R liefert (−1)(1, 1) = (−1,−1) /∈ W , d.h. (·) ist
nicht abgeschlossen

• W := {f ∈ Abb(R,R)|f(−x) = f(x) ∀x ∈ R} ⊂ Abb(R,R) ist Untervektorraum

(i) f(x) = 0 ∀x ∈ R (Nullfunktion) liegt in W ⇒W 6= ∅
(ii) f, g ∈W : (f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(−x) + g(−x) = (f + g)(−x) ∀x ∈ R⇒ (f + g) ∈W
(iii) f ∈W, λ ∈ R : (λf)(x) = λf(x) = λf(−x) = (λf)(x)∀x ∈ R
• W := {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 ≥ x2} ⊂ R3 ist kein Untervektorraum, da z.B. (1, 0, 0) ∈ W , aber

(−1)(1, 0, 0) = (−1, 0, 0) /∈W , d.h. (·) ist nicht abgeschlossen.

Aufgabe 5 lineare Unabhängigkeit und Basen-Lösung

a) Ordnet man b1, b2, b3 als Zeilen zu einer Matrix an, so hat diese den Rang 3 = dim R3, wie elementare
Zeilenumformungen zeigen:1 0 1

1 0 2
0 1 1

 I-II→

1 0 1
0 0 1
0 1 1

 II und III vertauschen→

1 0 1
0 1 1
0 0 1


Das heißt b1, b2, b3 ist ein minimales Erzeugendensystem bzw. maximales linear unabhängiges System,
also eine Basis.

b) • v ist Linearkombination von n Vektoren v1, . . . , vn ∈ V (Vektorraum über K), n ∈ N

⇔ v = λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λnvn =
n∑
i=1

λivi mit λi ∈ K

Durch Vergleich der Komponenten der Vektoren erkennt man beispielsweise:

v1 = v2 + v4, v2 = v1 − v4, v3 = v2 − v5, v4 = v1 − v2, v5 = v2 − v3, v6 = v2 + v3
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• – � span(v2, v3, v5) =span(v3, v5)
Wegen v2 = v3 + v5 ⇒ v2, v3, v5 ∈span(v3, v5)⇒span(v2, v3, v5) ⊆span(v3, v5).
Umgekehrt gilt sicher: span(v2, v3, v5) ⊇span(v3, v5), also insgesamt: span(v2, v3, v5) =span(v3, v5).

– � span(v1, v5, v6) =span(v1, v2, v3, v4, v5, v6)
Wegen v2 = 1

2 (v5 + v6), v3 = 1
2 (v6, v5) und v4 = v1 − v2 = v1 − 1

2 (v5 + v6) gilt:
span(v1, v2, v3, v4, v5, v6) ⊆span(v1, v5, v6). Umgekehrt gilt offensichtlich auch
span(v1, v5, v6) ⊆span(v1, v2, v3, v4, v5, v6), also folgt Gleichheit.
Anmerkung: Dass v4 eine Linearkombination von v1, v5, v6 ist, kann man auch mittels Ansatz
v4 = λv1 + µv5 + νv6 bestimmen.

– � span(v2, v3, v5) =span(v1, v3, v5)
Nach 1. gilt: span(v2, v3, v5) =span(v3, v5), aber v1 /∈span(v3, v5), da der Ansatz λv3 + µv5 = v1
zum Widerspruch führt.

– � span(v1, v2, v4) =span(v2, v3, v5, v6)
Wegen v5 = v2−v3 und v6 = v2 +v3 gilt span(v2, v3, v5, v6) =span(v2, v3), aber v1 /∈span(v2, v3),
da v1, v2, v3 linear unabhängig sind, bzw. der Ansatz λv2 + µv3 = v1 zum Widerspruch führt.

• Um eine Basis des Untervektorraums (?) U =span(v1, v2, . . . , v6 anzugeben, müssen wir eine min-
imale Teilfamilie B von {v1, v2, . . . , v6} mit spanB =span(v1, . . . , v6) angeben. Für die Vektoren
v4, v5, v6 gilt v4 = v1 − v2, v5 = v2 − v3, v6 = v2 + v3. Somit gilt span(v1, . . . , v6) =span(v1, v2, v3).
Nun ist noch die lineare Abhängigkeit der drei Vektoren v1, v2 und v3 zu untersuchen. Wir ver-
muten, dass diese drei Vektoren linear unabhängig sind, und zeigen dazu, dass diese nur eine triviale
Linearkombination des Nullvektors bilden:

λ1


1
2
1
2

+ λ2


1
1
1
1

+ λ3


0
1
1
0

⇔ λ1 = λ2 = λ3 = 0

Somit sind die drei Vektoren linear unabhängig und B = (v1, v2, v3) eine minimale Teilfamilie mit
spanB = span(v1, . . . , v6). Also ist B eine Basis des Untervektorraumes U , der ein drei-dimensionaler
Untervektorraum des R4 ist.

Aufgabe 6 Gram-Schmidt-Verfahren-Lösung

a) • Gegeben: d linear unabhängige Vektoren a1, . . . , ad
Gesucht: Orthonormalsystem {b1, . . . , bd} mit span(b1, . . . , bk) =span(a1, . . . , ak) für 1 ≤ k ≤ d

‖a1‖2 = 〈a1, a1〉 = 4⇒ b1 =
a1

‖a1‖
=

1
2


1
1
−1
−1



b̃2 = a2 − 〈a2, b1〉b1 =


2
−2

2
−2

⇒ ‖b̃2‖2 = 16⇒ b2 =
b̃2

‖b̃2‖
=

1
2


1
−1

1
−1


[span(b1, b2) =span(a1, a2)]

b̃3 = a3 − 〈a3, b1〉b1 − 〈a3, b2〉b2 =


1
1
1
1

⇒ ‖b̃3‖2 = 4⇒ b3 =
b̃3

‖b̃3‖
=

1
2


1
1
1
1


[span(b1, b2, b3) =span(a1, a2, a3)]

• Erster Weg: Suche b4 =


α
β
γ
δ

 ∈ R4\{0} so, dass 〈bk, b4〉 = bTk b4 = 0, 1 ≤ k ≤ 3∧‖b4‖ = 1⇒ LGS:

 1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 1 1 1

 ∼
 1 1 −1 −1

0 −2 2 0
0 0 2 2

 ∼
 1 0 0 −1

0 1 −1 0
0 0 1 1

⇒ δ = µ
γ = −µ
β = −µ
α = µ
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⇒ b4 = µ


1
−1
−1

1

 , µ ∈ R\{0} ∧ ‖b4‖2 = 4µ2 != 1⇔ µ = ±1
2
⇒ b4 = ±1

2


1
−1
−1

1



Zweiter Weg: Ergänze {a1, a2, a3} z.B. um a4 =


1
0
0
0

 und orthonormalsiere wie oben.

b̃4 = a4 − 〈a4, b1〉b1 − 〈a4, b2〉b2 − 〈a4, b3〉b3 =
1
4


1
−1
−1

1



‖b̃4‖2 =
1
4
⇒ b4 =

b̃4

‖b̃4‖
=

1
2


1
−1
−1

1


b) Gram/Schmidt-Verfahren mit den Vektoren b1 :=

(
1 1 0 0

)T
, b2 :=

(
1 1 0 i

)T und b3 :=
(
0 0 i i

)T
q1 =

b1
‖b1‖

=
1√
2
b1

q̃2 = b2 − 〈b2, q1〉q1 =
(
0 0 0 i

)
⇒ q2 =

q̃2
‖q̃2‖

= q̃2

q̃3 = b3 − 〈b3, q1〉q1 − 〈b3, q2〉q2 =
(
0 0 i 0

)
⇒ q3 =

q̃3
‖q̃3‖

= q̃3

⇒ {q1, q2, q3} bilden eine Basis des span(b1, b2, b3), womit b1, b2, b3 linear unabhängig sind.
Ergänze q1, q2, q3 zu einer ONB des C4 durch q4 = (α, β, γ, δ)T mit

q4 ⊥ q1 ⇔ 〈q4, q1〉 = qT4 q1 =
1√
2

(α+ β) = 0⇔ β = −α ∧

q4 ⊥ q2 ⇔ 〈q4, q2〉 = qT4 q2 = −iδ = 0⇔ δ = 0 ∧

q4 ⊥ q3 ⇔ 〈q4, q3〉 = qT4 q3 = −iγ = 0⇔ γ = 0 ∧

‖q4‖ = 1⇔ 〈q4, q4〉 = qT4 q4 = 2αα = 1⇔ |α| = 1√
2
⇒ q4 =

1√
2

(1,−1, 0, 0)

Bemerkung: Die Orthonormalbasis hängt von der Wahl der Reihenfolge der den Span aufspannenden
Vektoren ab, die man meist geeignet wählen kann. Wählen Sie z.B. die Reihenfolge b2, b3, b1!

Aufgabe 7 orthogonale Projektion-Lösung

Erstellen einer Orthonormalbasis von U :

b1 =

1
0
1

→ b̃1 =
1√
2

1
0
1

 , b2 =

1
1
1

→ b̃2 =

1
1
1

− 1
2

〈1
1
1

 ,

1
0
1

〉1
0
1

 =

0
1
0


Senkrechte Projektion:

PU (v) =
1
2

〈1
2
3

 ,

1
0
1

〉1
0
1

+

〈1
2
3

 ,

0
1
0

〉0
1
0

 =

2
2
2



Länge ‖PU (v)− v‖ =

∥∥∥∥∥∥
2

2
2

−
1

2
3

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
 1

0
−1

∥∥∥∥∥∥ =
√

2
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