Ubungen QM I Vorbereitungskurs
Blatt 5 — Losung
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Als Ansatz fiir dieses Problem soll die Superposition von 1s Wellenfunktionen betrachtet werden:

1 = Cada(Z)+ Cpop(T)

mit:
. 1 F—X
bap(E) = exp (ﬂ)

ma3d

3)

wobei a = 5,3-1071'm den Bohrradius bezeichnet. Aulerdem gilt fiir den Abstand beider Kerne |XB —Xal=R.

(a) z.Z.: Bedingung fiir Minimierung lautet:
(Haa —€)(Hpp —€) — |[Hap — Se|> =0
Bew.:

_ (WHY)  (Cada+Cpép|H|Caga + Cpén)

(W) — (Cada+Cpop|Cada+ Cpdgs)
CaCa(palH|pa) + C5C(op|H|dp) + CLCp(da|H|dpp) + C5CA{(¢B|H|dA)

C3Ca(dalda) + CpCr(oB|oB) + CLCB(DaldB) + CrCa(dB|DA)
de  (Nenner)(CaHaa+ CpHap) — (Ca+ CpS)(Zihler)

- oc% (Nenner)?

1
= N[(CAHAA +CpHap) — (Ca+CpS)e =0

= (CaHaa+CpHap) — (Ca+CpS)e=0
Oe

= sew L 0= (CpHpp +CaHpa) — (Cp + CaS*)e =0
B

Lost man (9) nach C4 auf und setzt dies in (10) ein so erhilt man die geforderte Bedingung.

CBSG — CBHAB

Ca

HAA,G
in — H — H
go) CBHBB-FCBSE Cp ABHBA _ OB—FCBSE Cp ABS* ) =0
Hyp—¢ Hypp—¢
- H - H
Cg HBB“FMHBA —Cpg 1—‘1-5671435* e=0
Hyp—€ Hypq—¢

HBB(HAA—6)+(S€—HAB)HBA—(HAA—G)G—S*E(SE—HAB) =0
(HAA—G)(HBB —6)+(HAB —Se)(S*E+HBA) =0
(HAA—e)(HBBfe)—|HABfS€|2:0

P44l

(b)
($7y72) - (/~L7%¢) € ([].,OO[; [_171];[07277[)

v = ReosoETA—
y = gsimb (12 = 1)(1—~2)

_ Ruy
2

z =

Die Jacobideterminante ist |J| = %B(MQ —~?).
Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass gilt:
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(21)



Damit ergibt sich:

[~ aol = plnt) (22)
|XB—XA\ =R (23)

R3 2 2
1= -2 (24)

Damit steht der Berechnung der Integrale nichts mehr im Wege, allerdings wollen wir uns erstmal die einzelnen
Komponenten genauer anschauen:

h?vQ 2 2
Haa = (¢al— [pa) — €*(pa| ———=—|opa) + <</>A|¢A> = (25)
|7 - X4l |7 — X4l
=Hy
2 62
= E1+Efe <(1)A‘| X ‘|¢A> E1+E*€2'04A (26)
2 2
Hyp = E1+E—e(¢3|‘ - ‘Ibe) E1+%—62-a3 (27)
2
Hap = ES+° S—e <¢A|l ||¢B> EiS + %s—ew (28)
s = <<Z>A|¢B> (29)

D.h. wir miissen 3 Integrale berechnen, hier wird eines vorgefiihrt, die anderen kénnen mithilfe von Maple
berechnet werden. Wir schauen uns den letzten Summanten von H4p an:

B = <¢A‘|1X |65) = (Pl 1¢B) = (30)

Al ( )
AL [ ()
= 2a3/ d,u/ dy(p —y) exp (—RN> = (32)

partielle

- R2 o0 RM Integratlon R a R/,L o a o R/,(, -

= ?/1 dp p exp (‘) @ {“ (~55) e (‘) i +E/1 dpuexp <—a =(33)
R? [a R a2 Ru R/1 1 R

- (e (D)oo () 2 (G m) e () =

Analog kénnen auch S und a4, berechnet werden. Es stellt sich insbesondere heraus, dass im Grundzustand
as = ap = «a (aus Symmetriegriinden, das Integral muss immer gleich sein, auch wenn wir die Kerne vertau-
schen) ist.

Damit ergibt sich insgesamt:

a = ;—ef(l—&—l) (35)
5= B(ieg)et (36)
¢ (R E )e—': (37)
= Haa = =E el (;Jri)A (38)
= Hyp = <E1+ 2)5— 2§<i+;>e5—3 (39)

(c) z.Z.: Der Grundzustand besitzt zwei mogliche Energien.

ex(R)=(1+95)7" {El + % <1 + S’) exp <2§) + (E1 + j;) S F % <1 + f’) exp (f)] (40)



Bew.: Es gilt:

(HAA—G)(HBB—G)—|HAB—SE|2ZO (41)
= (A-e?—(B-S8¢?=0 (42)
(43)

Der Betrag ist nicht mehr notig, da wie vorher berechnet alle Werte reell sind. Im folgenden 16sen wir nach e
auf:

(A—€)? = (B—S8e)?=0 (44)
= € —24c+ A2 - B? +2BSe— 5% =0 (45)
, 2BS—2A4 A2-B*>
= €+ 52 —|—1_S2 =0 (46)
bin. Formel 1
= €= m(A —2BS ++/(2BS —2A)2 — 4(1 — S2)(A2 — B2)) = (47)
1 1
— _ 2 _ 2 A2) — _ _
=g BS + \/B? — 2ABS + S2A?) — o5 (A—BS % (B - 54)) (48)
1
= ﬁ(A(lsz)ﬂ:B(lsz)) = (49)
1
= 1gA£B)= (50)
2 2 2
_ -1 1y B e e B
cnes foe S (1 D)o (5 D) s S (108t e
z.2.:
o (52)
+ 7 24 25(R)
Bew.:
1 = (Yxls) = |Cs(da £ ¢Bloa+ ¢5) = (53)
= [CL(((Palga)) + (oBlon)) £ 2((0aldn))) = [CL* (1 +1£25) = (54)
CLP2(1 £ 8) (55)
Damit ergibt sich die Behauptung!
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