Ubungen QM I Vorbereitungskurs
Blatt 5

Das Wasserstoffion (H,)
Betrachten Sie ein ionisiertes Ho Molekiil. Ein einziges Elektron bewegt sich im attraktiven Potenzial zweier
Protonen an den Positionen X 4 und Xpg. Die Hamilton-Funktion fiir das Elektron lautet:
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Als Ansatz fiir dieses Problem soll die Superposition von 1s Wellenfunktionen betrachtet werden:

Y = Cada(Z) +Cpop(7) (2)

mit:
L1 17 — X4 5]
QSA,B(I) - mexp ( a

wobei a = 5,3-10~ " m den Bohrradius bezeichnet. Auierdem gilt fiir den Abstand beider Kerne |X’B —Xal=R.
(a) Mithilfe der Variationsmethode soll der Erwartungswert der Hamilton-Funktion (vgl 1) beziiglich der Pa-
rameter C'4 und Cp minimiert werden. Es gilt:

3)

(Y| Hly)
e=(H)=—7-+— 4
= W
Zeigen Sie, dass die Bedingung zur Minimierung folgendermaflen lautet:
(Haa —€)(Hpp —€) — |[Hap — Se|> =0 (5)
mit:
Hxy = (¢x|H|dy) (6)
S = (¢alén) (7)

Hinweis: Betrachten C'y und C'x als unabhéngige Variablen.
(b) Berechnen Sie die Integrale Hap, Haa, Hpp und S mit Hilfe von elliptischen Koordinaten.
Hinweis:

(x,y,z) - (Ma7a¢) € ([1?00[; [_1’1];[0?277[) (8)
mit:

v o= Seosoy/E D7) (9)
y = weney/(E D07 (10)
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(c) Zeigen Sie, dass der Grundzustand zwei mogliche Energien besitzt:

(H)y =ex(R)= (148" {El + % (1 + f) exp (25‘) + (E1 + i) SF % (1 + f) exp <Ij’>} (12)

wobei Fy = 13,6eV der Grundzustand des Wasserstoffatoms ist.
Zeigen Sie auflerdem, dass fiir

Ve = Ci(9a(Z) £ ¢5(2)) (13)
Grundzustandswellenfunktionen C'y gegeben ist durch:
o Jp——— (14)
* 7 24 25(R)



