Ubungen QM I Vorbereitungskurs
Blatt 2 — Losungen

1. Drehimpulsrelationen:

(a) Fiir diese Aufgabe benotigen wir die Definition des Kreuzprodukts mit Hilfe des e-Tensors:

-

(@ % b)k = €;j1a;b; Summenkonvention! (1)

Zusatzlich werden die beiden in der Aufgabenstellung angegebenen Relationen fiir den Tensor und
der Kommutator zwischen Impuls und Ortsoperator verwendet werden.

€ijk = —€jik (2)
€ijk€itm = 0510km — Ojm Okt (3)
[rj,pr] = ihdjp, (4)

[ThDi€hijs TIDmEImE] = €hij€lmk [ThDi, TiPm] =
= €nij€mk (T17h [Diy D] +70 05, 71)Pm + 71T, PmlDi + [The 1) Pmpi) =
~—— N——

-0 =0
vgl. 4 .
= ihepijeimk (T1Di0Ohm — ThDmOi) =
= ih(€mij €mk TIDi — €hij €imkThPm) =
~~~ ~—~
=—€Emlk =—€ihj
vgl. 3

= ih(frlpi(éuéjk — 5zk§]l) + Thpm((shmgjk - 5hk§jm)) =
= ih(—=rpidjk + TPk + TiDPm Ok — TkDj) =

= ih(rjpr, — rkpj) = ihejr Ly

L%, Ly] = L%, Ly +iLy) = L%, La) +4[L%, L] = 0

Denn jede beliebige Komponente des Drehimpulsoperators kommutiert mit seinem Betrag:

[Ezvi’i] = [IA’? + [A/? + f’zvf’-i-} = [[A’?ai’l] + [ﬁiaﬁl] =
= Lj[Lj, Li) + [L;, L)L + Ly.[Ly, Li] + [Ly, Li] Ly =
=1h €jik Ejf/k + ih €jik Ekij + ihekijikﬁj + ihékijijik =0
~~ —~~

=—€kij = Ckij

[L.,Li]=[L:,Lo) +i[L.,L,] =
= ihL, Fi(ihl,) =
= +hLl, +ihL, =
= +h(L, +iL,) = +hLy

LeLy = (L, FiLy) (L, +iL,) =
=[2+il,L,Fil,L, + L=
= [*— 12 +i[l,, L,) =

—I? P2 +i(inh.) = [2 — 12 F hi,
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= —ihr wiﬁ +L,_frsm98¢
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Nun miissen nur noch die Definitionen der Einheitsvektoren eingesetzt werden:

—sin ¢ cos ¢ cos 0
ey = cos ¢ ég = | singcosb
0 —sinf

—sinqﬁae cot@cosqﬁ(%
= —ih Cosqbae cot@smgbad)

SN

6¢

2. Dreidimensionaler isotroper harmonischer Oszillator:

(a) Die Schrodingergleichung fiir das Oszillatorpotential V' = "“" r? lautet:

n? [ 02 02 02 mw?
[ <8x2+82+322)+ 2 (”2+y2+22)_(E”Ey+EZ)]Mﬂ:o

Diese Summe aus drei eindimensionalen Oszillator-Hamiltonoperatoren erlaubt einen Produktansatz
aus Losungen des eindimensionalen Oszillators.

R? 9% mw? 2
¥() = 6()6()0) (~3mam + Tt = B ) o) =0
Fiir die Energieeigenwerte gilt:
1
E;c,i = hw (nxl + 2) Ny, € Ny
3
= F=hw n+§ n=ng+ny, +n, €Ny
(b) Energieentartung
e Grundzustand: Ey = %hw
n=>0 = Ng =ny=n, =0 = keine Enartung
e 1. angeregter Zustand: Fq = ghw
(1,0,0)
n=1 = (nz7ny7n2): (071a0)
(0,0,1)
= 3-fache Entartung

e 2. angeregter Zustand: Fy = %hw

(2,0,0) (0,1,1)
n=2 = (ng,ny,n.) =1 (0,2,0) (1,0,1)
(0,0,2) (1,1,0)

= 6-fache Entartung

e 3. angeregter Zustand: E3 = %hw

(3,0,0) (2,1,0) (2,0 1)
n=3 = (ng,ny,mz) = ¢ (0,3,0) (0,2,1) (1,2,0) (1,1,1)
(0,0,3) (1,0,2) (0,1,2)
= 10-fache Entartung



(c) Energieentartung bei der radialsymmetrischen Berechnung: E,; = hw(2n + 1+ 2)
[ ) Enl = EO = %hw

= keine Entartung
[ ) Enl = E1 = %ﬁw
= n=0101=1 = m = —1,0,1
= 3-fache Entartung
e By =FE)=1hw
= n=0101=2 = m=-2,—-1,0,1,2
= n=110l=m=0
= 6-fache Entartung

= n=01=3 = m=-3-2-1,0,1,23
= n=21=1 = m=—1,0,1
= 10-fache Entartung
3. Wasserstoft:
(a) Ansatz w(p) =Y o, axp® in die angegebene Gleichung einsetzen:
> lark(k = 1)p" " + 20+ Darkp* ™ — 2axkp® + (po — 21 — 2)arp*] = 0
k=0

Indexverschiebung um in jedem Summanden die k-te Potenz von p zu erzeugen.

> laksr(k 4+ Dkp¥ + 200+ 1) (k + Daggap™ + (po — 21 — 2 — 2k)axp*] = 0
k=0
Dadurch wird eine Rekursionsvorschrift definiert:

k41 2k — (PO — 20 — 2)

ay (k+1)(k+2(1+1))

Da fiir groie k sich die Koeffizienten wie die der Taylorentwicklung von exp(2p) verhalten, muss die
Reihe bei einem endlichen Index N abbrechen um so die Normierbarkeit der Gesamtwellenfunktion
zu gewéhrleisten.

Nach Einsetzen der Definition von pg = I%I Zg2 und unter Beriicksichtigung, dass Bindungszustdnde

durch eine negative Energie gekennzeichnet sind, erhilt man fiir die Bindungsenergie den Ausdruck:

Z%e*u

E, = -
2n2h?

l=n-1 = po=2n+n—-1+1)=2n
N Q41 _ 2k—(ﬂ0—21—2) _
ay (E+1)(k+2(1+1))
2k

(k + D)k + 2n)

Diese Rekursionsformel bricht nach dem nullten Glied ab.

= w(p) = const = u(p) = const p!*texp(—p)



[2u|E| e? 1
= = Eﬂ = — e
p=~K & h? | Enl 2a9n? = & agn

Dadurch lasst sich die Radialwellenfunktion fiir diesen Fall schreiben:

n—1
Ry, n—1(r) = const (r) exp (—T>
ag aopn

(¢) In der Berechnug der Erwartungswerte werden wir immer auf Integrale der gleichen Struktur treffen.
Deshalb wollen wir zuerst den allgemeinen Fall 16sen:

oo

(e o) 1 o0
/ drr™ exp(—ar) = [r” exp(ar)} +ﬁ/ drr"lexp(—ar) =... =
0 @ o “Jo

=0
n!
an+1

Nun muss zuerst der Normierungsfaktor von R, ,,—1(r) berechnet werden.

o r\"? 2r 1 e 2r
/ drr’const?® <) exp (> = const? m/ drr®™ exp () =
0 agp nag ag 0 naop

2n+1
= const® (2n)!ay (g) =1

1 92 2n+1
= = _|[Z=
T n)lag (n)

1 o 2r
(r) = const® —— / drr®™ 1 exp (—) =
2n—2
0 nagp

Qg
1 nag 2n+2
= const? ——(2n + 1)! (—) =
agn—Q( ) 2
2n+1)! n
_ ag— =
(2n)! 2

= apn n—i—1
= ag 5

1 *° 2r
(r?) = const® —— / drr®"t2 exp <) =
2n—2
0 naop

Qg
1 nag 2n+3
= const® ——(2n + 2)! (—) =
agn72( ) 2
(2n +2)! ,n?
= 7@0— =
(2n)! 4

1
=aZn®(n+1) <n + 2)
(d) Die Radiale Unschirfe ist definiert als: (Ar)? = (r?) — (r)?

2
(Ar)* = a2n*(n+1) (n + ;) —a2n? <n + ;) =

A’I“ _ 1 n— 00 0

" Vnrl

Fiir Zustédnde mit grofler Hauptquantenzahl verschwindet die relative radiale Unschérfe und es kommt
zu einer dem Bohrschen Atommodell dhnlichen Lokalisierung auf festen Radien (vgl. Rydbergatome)



4. Sphérischer Potentialtopf:

(a) Schrodingergleichung:

(10 [/,0\ L2
[_mn(ﬂ&(T&)_W)_VO@(G_T)_E

Fiir die beiden Bereiche r < a und r > a gilt:

ig QQ (+1) 2m(Vh+E) ) B
r2 Or (T 8r> 2 + h? B7(r)=0

10 (5,0 W+, 2miE
r2 Or rar r2 h2

Fithrt man die dimensionslose Grofle z = kr ein, wobei fiir x gilt:

R(r)Yim(0,0) =0

Innenraum: {

AuBlenraum: [

2m(Vop + E) 2mE
R Fo =\ TR

vereinfacht sich die Schrodingergleichung zur Besseldifferentialgleichung.

K20 (4,0 REll+1) B

10 (4,0 I(1+1)
== — ] - 1| R =0
[2’2 0z (Z 82) 22 * ()
Fiir kleine Radien, also fiir z — 0 kann die 1 vernachléssigt werden und die Gleichung durch den
Ansatz R;(z) = const 2% gelost werden.

R; =

ala+1)2972 =1(141)z°72
= a=loder a=-1-1
—_——
lim, o Rl(Z)ZOo

= Ri(2) 229, const 2

b) el=0
0 (40 \sinz 10 .
25, 2 ) zﬁa(zcosz—smz):
1 .
= —(cosz — zsinz —cosz) =
z
= —Jjo(2)
= 29 +1{ jo(2) =0
202 \" 92 Jol=) =
1 20\ —cosz 1 0, .
25 \* 5 . :;E(zsmz—i—cosz):
1 . .
:;(smz—l—zcosz—smz):
= —no(2)
10 (4,0
= [225)2(2 8z)+1} no(z) =0
o /=1

sin z (2) 2zcosz —2sinz
= — — N, z2 - =
22 0 24
J1(2)
= —]1(2)+ 22



19 ZZQ n (z)—ig sinz+200$z + jo(z2) =
22 0z 0z) VT 29, z Jol#) =
cos z . 2zsinz — 2cosz

= - 4 oln) - IR TEERE

A
2n4(z)
2

= —ni(z) +
10 (,0) 2 B
[g&@aﬁy*@M@o

(c) Wie in Teilaufgabe c) gezeigt wurde, sind die Bessel- und Neumannfunktionen Lésungen der Schrodingergleichung,.

z

e F > 0: Hierfiir ist x sowohl im Innen- wie Auflenraum reell.
Innenraum: Fiir z — 0 gilt:

]0(2) — 1
no(z) — oo
0 (2) sinz — zcos z COSZ — CoSz + zsin z 0
zZ) = —
J 22 2z
cosz sinz
n(z) = ——5 — — —00

z

Da die Losung auch in z = 0 regulér sein soll, lautet die Wellenfunktion fiir / = 0, 1 im Innenraum:

§9(7) = Cogo(kir) Yoo (0, ¢)
O (7 = Crji(rir)Yim (0, 6)

Im Auflenraum setzt sich die Wellenfunktion aus einer Linearkombination von Bessel- und Neu-
mannfunktionen zusammen:

$&) (7 = (Aojo(kar) + Bono(kar))Yoo(6, ¢)
@) = (Aiji(Kar) + Biny (Kar)Yim (6, 6)

e —Vj < E < 0: Hier ist k im Innenraum zwar immer noch reell, im Auflenraum aber rein imaginar.
Innenraum: Gleiche Losung wie fiir £ > 0
AuBenraum: Auf Grund des imagindren x bietet es sich an im Auflenraum die Losungen mit
Hilfe der Hankelfunktionen anzugeben.

WV (2) = ji(2) + iny(2) WP (2) = julz) — in(2)

Da diese Funktionen Linearkombinationen aus den Bessel- und Neumannfunktionen darstellen,
16sen auch sie die Schrodingergleichung.
hgl)(z) = —(sinz —icosz) = L exp(iz)
z

h$ (z) =

SIS

(sinz +icosz) = L exp(—iz)
z

>
=

=
=
W
&

Il
| =

1
(sinz —icosz) — —(cosz +isinz) =
z
1 . 1 .
=2 exp(iz) — ; exp(iz)

1 1
h{?(z) = —(sinz +icosz) — —(cosz —isinz) =
z z
i ) 1 )
=2 exp(—iz) — 2 exp(—iz)

Da z = Kker = ikr mit & = 4/ QT%LEl diirfen die moglichen Losungen hz(2) aus Griinden der
Normierbarkeit nicht in der Wellenfunktion auftreten.

5 (r) = Aohi) (2)Yoo (6, )
(1) = 41017 (2)Yim (9, )

m



(d) Das Verhalten der Wellenfunktion bei groen Radien wird durch die Bessel- und Neumannfunktionen
bestimmt. Allgemein kann man diese Funktionen iiber

1d\'sinz
. _ (Lt a
ai(z) = (=1)’ (zdz) z
1d\' cosz
— (A2
m(z) = —(=1)' (zdz) z

definieren. Fiir groffle Radien zdhlt in fiihrender Ordnung nur der Term, in dem alle Ableitungen auf
die trigonometrische Funktion wirken. Alle anderen Beitriige sind von der Ordnung O(1/2%).

. grofle z 11l 1 dl . o 1 1 dl iz —iz\ _
Jilz) /= (-1) i1 g1 e = (-1) %is did (% —e™ ) =
1 ANl —iz N\l —iz
=3 (—i)e ™ — (i)le ) =
1 .
— ﬁ (6_7'l2€ iz —6”26 zz)
sin(=-13)
=—sin(z—1=
2
1
groBe z 11 1 _ 1 ™
n(z) —= —(—-1)'z ST 1 Co8% = —cos (z - ZE)
Fiir die Hankelfunktionen gilt dann:
WD (z) £ 2, L giemils
z
WP (z) B2, L pmiztils
z

Mit diesen Kenntnissen kann nun das Verhalten der Wellenfunktion fiir grole Radien angegeben

werden:
e £ >0:
5“3(?) : keine Verinderung
a sin(ker — m/2 cos(kgr — /2
§77)L(F)—><A1 (Rar = 7/2) _ p cos( />>Y1m(97¢)
KaT Kool
e —Vh<E<O:

(()8) (7) :  keine Verdnderung

a A m

(@) — it erariE
Kal

Kugelwelle



