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1 Multiple Choice

(a) Mit welcher Potenz des Abstandes r fiillt der Betrag des elektrischen Feldes einer Punktladung im 3D-
Raum ab?
O Ex %
X Fx 2%
0O Fx %
0 Fx X

(b) Welche dieser Gleichungen ist keine Maxwellgleichung bzw. ist nicht mit den Maxwellgleichungen ver-
traglich?

av.

(7, 1) ;
OV x B(F,t) — eo pio ZE5D = i (7, 1);
0 V-B(7t) =0;
XV x E(7, 1) + 2570 = o j(7,1)

(c) Auf welchen materialspezifischen Groflen basiert die Maxwelltheorie in Medien?
O pund 3
U pmicro und Jmicro
X < pmicro > und < jmicro >
O keine der oben genannten

(d) Welche der folgenden Aussagen iiber Felder an Grenzflichen von Medien sind richtig?

O Die Tangentialkomponente des D-Feldes und die Normalkomponente des E-Feldes sind stetig.

Xl Die Normalkomponente des D-Feldes ist unstetig und die Tangentialkomponente des E-Feldes ist
stetig.

X Falls 0¢=0, dann ist die Normalkomponente des D-Feldes und die Tangentialkomponente des E-
Feldes stetig.

O Die Tangentialkomponente des B-Feldes ist stetig.

(e) Betrachten Sie 3 Inertialsysteme IS, ISound 1S3, wobei sich ISy mit der Geschwindigkeit v; von 1.5y
entfernt und .53 sich mit der Geschwindigkeit vy von ISy entfernt. Mit welcher Geschwindigkeit v entfernt
sich 1S3 von ISy (8= %)?

0 8= 5
X 6= 1155

O B =cfing
0 5=t

(f) Welche Ausdriicke sind invariant unter Lorentztransformationen?



Xl 9,A*
O o, A"
X wt — kx
Xl op+V-j
X 0, Atj, F¥ 7,
(g) Gegeben sei der Vierervektor x = (5,3,0,0)%7a (a # 0). Durch welche Lorentztransformation A ldsst sich
x auf die Gestalt Az = (0,4,0,0)7 bringen? (Tip: Berechnen Sie x2!)
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_ 1 3_ 0 0
0 A= 2v2  2V2
0 0 1 0
0 0 0 1
2 1
v w00
1 2
OA=]| V3 V3 00
0 0 1 0
0 0 0 1
3 2
s w00
_ 2 30 0
0 A= Vs VB
0 0 1 0
0 0 01
2 Punktladungen
Gegeben seien zwei Punktladungen ¢; = ¢ und g3 = —q, die sich an den Orten 71 = a €, und 7, = —a €, befinden

(siehe Abbildung).

(a) Geben Sie die Ladungsdichte p(7) an.
(b) Berechnen Sie das Elektrostatische Potential

-

o) = o [ L

4 € |7 — 77|




(c) Bestimmen Sie hieraus das elektrische Feld E(7).

(d) Fiihren Sie eine Multipolentwicklung bis zum ersten nicht verschwindenden Moment durch. Geben Sie
dieses Moment explizit an. Welches Potential ergibt sich hieraus in grofien Entfernungen r > a?

(e) Betrachten Sie den Limes a — 0 bei gleichzeitiger Konstanz des Produktes ga = p/2. Berechnen Sie fiir
diesen Grenzfall das Potential fiir 7 # 0.

(f) Den unter (e) betrachteten Grenzfall bezeichnet man als ,mathematischen Dipol“ oder ,idealen Dipol“.
Zeigen Sie, dass sich aus dem Potential ®(7) = 1/4meq - - 7/r3 fiir die Ladungsverteilung des mathemati-
schen Dipols ergibt:

0
pusF) = b 07 (1)
Hinweis: Benutzen Sie die Laplacegleichung und die Tatsache, dass A(—11-) = 6(x).
(g) Berechnen Sie Kraft
Fo = [ &1'pan(7) EG) )
die ein dufleres elektrisches Feld auf einen allgemeinen (pgip(7) = —p'- V(7 — 7)) mathematischen Dipol

ausiibt, der sich am Ort 75 befindet.
Hinweis: Fiihren Sie eine partielle Integration durch und benutzen Sie folgende Identitét:
Via-b)=(b-V)a+ (a-V)b+bx (Vxa)+ax(Vxb).

Losungsvorschlag

(a) Die Ladungsdichte ist gegeben durch:
p(r) = qd(x)8(y) [6(z —a) — (2 + a)] (3)

(b) Wir setzen die Ladungsdichte ein und erhalten:

-

(7)) = L/d?ﬁrlﬂ (4)

47 €q |7 — 7"
_ 4 /d3r'5(x/> Oy) (= —a) = 6(z' +a)] (5)
4 eg |7 — 7|
q 1 1 >
= ———— — TS = 6
47 ey <|r—7"1| |7 — 7 | (6)
(c) Das elektrische Feld erhilt man mit:
B = -vew ™
1 1
= oV - ®)
4m €o VE2+y2+(z—a)? 22+ 92+ (2 +a)?
q ’I?— Fl ’F— ’FQ
= 9
4 eg <|F—f’1|3 |7 — 75| ) ©)

(d) Man erhilt fiir die Multipolmomente:

Q = / ' p(F') = 0 (10)

Pz = py—o (11)
p, = /dBT’z’p(F’)zq /dz’z’ [6(z—a) —d(z+a)] =2aq (12)
S e = 1 7-p 1 rpé. _ z 2aq (r>a). (13)

47 € |F|3 T drwe |77‘|3 |ﬂ3 47 €g



(e) Fiir den Limes ergibt sich:

1 pé, -7
li ) = . 14
aHOTI;Loo (7) dmey 13 (14)
(f) Wir modifizieren zunéchst den Ausdruck fiir :
1 7 1 1
) = E, — = — ¢, V— 15
(") 47 € Pz 13 de p r (15)
Die Laplace-Gleichung ist gegeben durch:
1
AD(F) = ——p(F) (16)
€0
Setzen wir dies ein, so erhalten wir:
1 1 1
——paip(7) = A®(F=-A ¢, V— 1
= pui 7 =-a (o V) ")
1 1
= - e, A- 18
47 € pé:-V < r) (18)
1
€0
p o
= ——9 20
ety (20)
0
= papl) = —p 3 () (21)

(g) Fiir die Kraft, die auf einen mathematischen Dipol wirkt, erhalten wir:

Fp = / ' B(7")paip(7") (22)
_ / B B (5 V) 6 — 7)) (23)
= |9 [araw - mBe - [arse - [0 B e
= @) B+ [ e - r) [ 9) B (25)
=0
- V) E) -
(27)
Mit obiger Vektoridentitit erhalten wir schlielich(V x E = 0 in der Elektrostatik):
By = (7-v)E(7) (28)
= v(ﬁ.ﬁ)—(ﬁ-vm_ﬁx(VXE)_EX(Vxﬁ) (29)
:'0 T/ -0
= V(5 B() (30)

3 Magnetisierter Zylinder
Ein unendlich langer Zylinder (Radius R), habe eine intrinsische Magnetisierung entlang der Zylinderachse
M =ksé, (31)

wobei k eine Konstante und s der Abstand zur Achse ist. Es gibt keine freien Strome.



(a) Berechnen Sie alle gebundenen Strome und das von ihnen erzeugte magnetische Feld.

(b) Verwenden Sie das Ampersche Gesetz um H zu berechnen. Bestéitigen Sie damit das Ergebnis aus (a).

Lésungsvorschlag

Entsprechend der Definition von M ist die z-Achse entlang der Zylinderachse orientiert. Sei weiterhin é, der
radiale Einheitsvektor und é4 der polare Einheitsvektor.

(a) Wir konnen die Volumenstromdichte und die Oberflichenstromdichte direkt berechnen:
b=V xM=—-keéy (32)
und

ky=Mxn=FkRé,xé,=kRé, (33)

Die gebundenen Stréme flieflen in (positiver und negativer) é4-Richtung, damit kann das resultierende
B-Feld nach der 'rechte-Hand-Regel’ nur in é,-Richtung zeigen.

Den Betrag des B-Feldes aufierhalb des Zylinders erhalten wir durch Integration entlang einer Amperschen
Schleife, die vollsténdig auflerhalb des Zylinders liegt:

[ Bl = B(a) - BOJ = po Lne =0 (34)

= Bla) = B(b) (35)

wobei a,b > R zwei beliebige Abstinde von der Zylinderachse sind. Das Feld muss jedoch fiir grofie
Absténde s verschwinden, also muss das Feld wegen (5) iiberall aulerhalb des Zylinders verschwinden!

Um das Feld im Inneren des Zylinders zu berechnen integrieren wir entlang einer Amperschen Schlei-
fe (Seitenlénge [) um die Grenzfliche, die senkrecht zu den gebunden Stromen steht. Das B-Feld ist nur
ungleich Null im Inneren und so erhalten wir

[Bat=B1= gl = ([ dda+ [Rai) = u([(-k)aa+ xRy
=puo(—k(R—s)l+kRl)=pokls

(36)

und damit
B=yokse, (37)

(b) Aus der Symmetrie des Problems folgt wie zuvor, dass H in é,-Richtung zeigt. Integration entlang einer
Amperschen Schleife der Seitenléinge [ um die Grenzflache ergibt, da es keine freien Strome gibt

/Hdl:Hl — Ifene =0 (38)

und damit H = 0 und folglich gilt aulerhalb des Zylinders wegen M = 0 auch B = 0 und im Inneren

B =y M=pokse, (39)



4 Oszillierende Punktladung

Eine Punktladung @ oszilliert harmonisch um eine im Koordinatenursprung ruhende Punktladung —@Q. @ bewegt
sich dabei mit der konstanten Frequenz w auf einem entlang der z- Achse ausgerichteten Stab der Liange 2a, dessen

Schwerpunkt im Koordinatenursprung ruht. Damit beschreibt @ folgende Bahnkurve:
R(t) = ae,coswt

N&herungsweise ldsst sich das Vektorpotential schreiben als:

Ho 3,05 L
A= 47r7"/d <t_c’x)

(a) Bestimmen Sie die Ladungsdichte p und die Stromdichte j.

(b) Berechnen Sie aus der oben gegebenen Niherungsformel das Vektorpotential.

(c¢) Berechnen Sie das elektrische und magnetische Feld bis einschliefilich zur Ordnung %

Hinweis: Sie brauchen nur cos(wt — kr) bzw sin(wt — kr) abzuleiten. Die anderen ortsabhéingigen Terme -

1

und e, A e, liefern Beitréige zur Ordnung und sollen hier vernachléissigt werden. Auﬁerdem betrachten

wir das Feld nur auflerhalb der Strom- und Ladungsverteilung, so dass gilt VA B —
kann auch die Formel V A (fF) = f(VAF) + (Vf) A F sein.

Lésungsvorschlag

(a)
p(x) = Qé(x — R(t)) — Qd(x)

J(x) = 0:R(t)Q5(x — R(1))
Da die Ladung —@Q ruht, trigt sie nicht zum Strom bei.

(b)
A= %‘11 /d%'atR(t - E)Q 5(x— R(t— Z))

= Zg CoR(t - E)
= —%%w sin(wt — kr)e,
mit k =
()
B=VAA
= —%%w Vsin(wt — kr) Ae, + (9(%2)
-0 fo os(wt — kr)er Ae. +0( )
- ol L Qak? cos(wt — kr)e, Ae, + o(rig)
HE=cVAB
- C4M0 L Qak? Veos(wt — kr) A (e, Ae) + @(%2)
N 47rleo %Qakz cksin(wt — kr)e, A (e, Nez) + O(%)
N 47T160 %Q“kQ (-w)sin(wt — kr)e, A (e. Aey) + (')(:2)

= LO.E = 0. Niitzlich



Daraus folgt durch Integrieren:

_ 1 1o _ 1
E-= p— TQak cos(wt — kr)e, A (e. ANe,) + O(TQ)

5 Ebene elektromagnetische Welle

Betrachten Sie eine ebene elektromagnetische Welle im Vakuum, gegeben durch
E(ct,x) = Ege'kx—«t) und B(ct,x) = Boe!kx—«t)
wobei Eg und By komplexe GréBen sein kénnen. Auerdem gilt [k| = <.

(a) Zeigen Sie, dass die angegebenen Felder E und B Losungen der homogenen Wellengleichung
(OE =0B =0) sind.

(b) Zeigen Sie, dass die Welle transversal ist, dh. k- E=k-B=B-E = 0.

(c) Berechnen Sie die zeitlich gemittelte Energiedichte u = %(EQEQ + E—j) sowie den zeitlich gemittelten
Poynting-Vektor s = ;%OE A B der elektromagnetischen Welle. Schreiben Sie die Ergebnisse als Funkti-
on von Eg.

Lésungsvorschlag

(a) Zuerst schreiben wir mit kg = % das Argument der Exponentialfunktion um:
wt —k-x=k,z"
Also gilt mit k% = c?m? = 0:

OE = Egd,0"e” """ = —Eok, ke """ =0

Fiir B ist die Rechnung analog durchzufiihren.

(b) Dazu brauchen wir die Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

V-B=0, VAE+9B=0
V-E=0, VAB-Z3E=0
Setzt man die gegebenen Felder E und B ein, so nehmen die Maxwellgleichungen folgende Gestalt an:
ik-B=0, itk ANE—-iwB=0
ik-E=0, ik AB+ LiwE=0
Also:
kANE =wB
1 E?
EAB=EA—(kAE)=—k
w w
BAk=—~FE
c

Die Vektoren (k, E,B) stehen also senkrecht aufeinander und bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssys-
tem.



(c) Als erstes wollen wir uns ansehen welchen Wert E2 hat. Dabei ist zu beachten, dass die Felder immer
reel sind. Man muss sich bei der Notation E = Eye!(K*~%) also immer daran erinnern, dass die rechte
Seite eigentlich nur gilt, wenn man den Realteil davon nimmt. Solange man nur Linearkombinationen von
Feldern betrachtet, macht es keinen Unterschied ob man am Anfang der Rechnung den Realteil der Felder
nimmt oder am Schluss der Rechnung den Realteil des Ergebnises. Sobald man aber die Felder miteinander
multipliziert macht das schon einen Unterschied! Daher:

E2= —/ dt(Re(E ellkex= wt>)>2 (51)
== / dt< (ReEq)cos(k - x — wt) — (ImEo)sin(k - x — wt)>2 (52)
(

1 T
=7 / dt| (ReEg)?cos?(k - x — wt) + (ImEg)?sin?(k - x — wt)) (53)
0
1 2 2 1 *
= 5 | (ReEo)” + (ImEo)” | = SEg - Eo (54)

Damit ergibt sich fiir s:

Fiir 7 ergibt sich mit k A\E=wB = Kk’E?=w?’B? = B?= C%EQ:

1 B?2 1 E2 l—
E2 + — ) = 2 ( ¢E? 2¢0E?) = —¢oEj - E
u= 2(60 + uo) 2(60 +62M0> 2( eoE?) = 260 o Eo



