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1 Erganzungen zur Vorlesung

Zeigen sie, dass fiir periodische Stréme j*(ct,x) = j(x)e~** die fiir groBe Abstinde verschwinden
(lim|x|—ooj* = 0) folgende Identitéten gelten:

(a)

(b)

/ daj(x) = —iwp

Hinweis: Zeigen sie zuerst, dass [d®zj(x) = — [d®zx (V - j(x)) gilt und verwenden sie dann die Kon-
tinuitétsgleichung V - j(ct,x) + Op(ct, x) = 0 und die Definition des elektrischen Dipolmoments p =

[ drxp(x).
1

/d?’wj(x) (x-k)=—-kAm— iw§ /d3xp(x)(x -k)x

Hinweis: Benutzen sie die Formel aA (b Ac) =b(a-c) —c(a-b

)-
erhalten:
/dgm,] (x-k)=-kA- /dgxx Aj(x /d3 x(k-j) +ijk-x))

Verwenden sie des weiteren die Identitét V - (j(k - x)z;) = (V- j)(k - x)x; + x;(k - j) + ji(k - x) und die
Definition des magnetischen Dipolmoments m = 3 [ d3zx A j(x).

Damit sollten sie folgenden Ausdruck

Losungsvorschlag:

(a)

Es gilt:
Ve(zij) =) Vo +a2,V-j=4i+2;V-]j

Mit Hilfe des GauBschen-Satzes gilt also:

/d3xj = —/d3a:xV-j

Fiir j(ct,x) = j(x)e~ ! nimmt die Kontinuititsgleichung folgende Gestalt an:
Vit x) = V- j(x)e™™" = =dip(ct,x) = iwp(x)e” ™" = V-j(x) =iwp(x)

Daraus folgt:

/d3xj(x) = —iw/d3xxp(x) = —iwp

kA (xAj)=x(k-j)—jk x)=x(k-j)+jk -x)—2jk- x)
Also:

30 x) = kA S 0en )+ 5 (xllc-§) %)



Des weiteren gilt mit Hilfe des Gaufischen-Satzes und der angegebenen Formel:

/d%(x(k.j) k%) = _/d%(v 3)x- K)x

Benutzt man nun die Identitéit aus Aufgabenteil (a) V-j(x) = iwp(x) und die Definition des magnetischen
Moments m so folgt:

/d?’xj(x) (x-k)=-kAm-— iw% /d3xp(x)(x -k)x

2 Eichungen fiir ein konstantes B-Feld

(a) Zeigen sie mit B = Be., dass fiir die Vektorpotentiale A = B Ax und A’ = Bze, gilt:

VAA=VAA"=B

(b) Die Vektorpotentiale A’ und A sind also dquivalent zueinander und unterscheiden sich nur durch den
Gradienten einer Skalarfunktion voneinander:

A—A'=Vf (1)

Bestimmen sie eine Funktion f die Gleichung 1 erfiillt.

Losungsvorschlag:

(a)

V/\A:%V/\(B/\x):%B(V-x)—§(B~V)X:%(3B—B):B

V ANA'"=V A (Bze,) = B(Vz) Ne, = Be, Ae, = Be, = B

-y
1 1 1
A:§(B/\x):§B(ez/\(mem+yey+zez)):53 x
0
0
A'=B| 2
0

Daraus folgt:

Vf:A—A’:—%B

Dazu lasst sich leicht ein Stammfunktion f angeben:

1
f= —§Bmy

3 Abstidnde in der Raum-Zeit
(a) Im Inertialsystem IS seien zwei Ereignisse
T = (ctm,xT) =(51,1,2)a und y = (cty,yT) =(9,3,3,4)a

gegeben, wobei a # 0 beliebig ist.
Welchen Minkowski-Abstand haben die zwei Ereignisse? Ist dieser Abstand raumartig oder zeitartig, und
ist es demnach moglich zwischen den zwei Ereignissen ein mitbewegtes Inertialsystem IS’ zu definieren?



(b)

Bestimmen sie die Lorentztransformation zwischen IS und IS’, d.h. eine lineare Abbildung (4 x 4-Matrix)
A die folgende Eigenschaften besitzt:

Ay —=x) = und ATgh =g

Wobei g = diag(1, —1, —1, —1) der metrische Tensor ist.

Hinweis: Bringen sie zuerst den Vektor y — x durch eine Drehung R mit RTR = 1 (3 x 3-Matrix) auf

die Form R(y — x) = |y — x|e,. Bringen sie dann den resultierenden Vierervektor durch die spezielle
vy =8 00
: - v 0 . N N .
Lorentztransformation A, = auf die gewiinschte Form. Zeigen sie letztlich, dass
0 0 1 0
0 0 01
1 o" . I . . - o
A=A, die gesuchte Lorentztransformation ist (Die Matrix R brauchen sie nicht explizit zu
0 R
bestimmen).
Losungsvorschlag:
(a)
4
2
y—x= a
2
2

(y—2)* = (2 = (@) + (2)* + (2%)?) = (4* = 3-2%)a® = 2% > 0

Das heifit der Minkowski-Abstand ist zeitartig. Ist der Minkowski-Abstand zweier Ereignisse zeitartig, so
lésst sich ein mitbewegtes Inertialsystem IS’ definieren, d.h. ein Inertialsystem indem die zwei Ereignisse
die gleiche Ortskoordinate besitzen (x’ = y’). Die zwei Ereignisse liegen in IS’ also auf der ¢’-Achse. y liegt
also innerhalb des Lichtkegles von x.

Zuerst drehen wir den Ortsvektor y — x durch eine Drehmatrix R auf die a-Achse (R ist nicht eindeutig,
da die Orientierung der y-Achse und z-Achse beliebig ist). Der neue Ortsvektor hat folgende Gestalt:

R(y —x) = |y — x|e, = 2V/3ae,

Nun wollen wir den resultierenden Vierervektor durch die spezielle Lorentztransformation A, auf die Form
cT :
( o ) bringen:

v =B 0 0 4 cT
-6 v 00 23 | | o

0 0 10 o |7

0 0 0 1 0

Aus der zweiten Zeile dieser Gleichung kénnen wir 5 und v bestimmen:

—4yB+2V3y=0 = f==- = y=(1-p)=2



T

Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dass mit A = A, gilt:
ATgh =g
1 of 1 oT 1 oT 1 of
ATgA = Ay g, = g (2)
0 RT R 0 RT 0 R
(1 0" 1 o7 r o) [1 of 3)
0 RT 0 -1 0 R 0 —RTR
=g (4)

Wobei ausgenutz wurde, dass ATgA, = g und RTR =1 gilt.

4 Feld eines bewegten Dipols

Ein elektrischer Dipol ruht im Koordinatenursprung des Inertialsystems IS. Ein zweites Inertialsystem IS’ ent-
fernt sich von IS mit der Geschwindigkeit v = ve,. Das Viererpotential in IS is gegeben durch:

(- (%7)

(a) Berechnen sie das elektrische und magnetische Feld in IS.

(b) Berechnen sie das Viererpotential in IS’. Driicken sie die alten Koordinaten z = (ct,x) durch die neuen
Kordinaten 2’ = (ct’, x’) aus.

(¢) Berechnen sie das elektrische und magnetische Feld in IS’. Beachten sie dabei, dass sie nach den neuen
Koordinaten ableiten miissen.

(d) Gibt es ein Inertialsystem IS’ in dem das elektrische Feld verschwindet und nur noch ein magnetisches
Feld iibrig bleibt?

Lésungsvorschlag:

B=-Vio-0A= _47360 vxxr?’p ~ 4meg (rl?’vx(x p)+(x p)er13> - 47:60 < XT.‘r’p - l?)p>
(b)
¥y =8 0 0 o/c vp/c
A= AA— -8 v 00 0 | _| —Bro/e
0 0 10 0
0 0 0 1 0

Also:
A'=-pyp/ce, und ¢ =7¢

Wir miissen nun z durch 2’ asudriicken:

vy 98 0 0 y(ct' + Bz)

/ !

o Al — ¥v8 v 0 0 o ~y(z' + vt')
0 0 10 y'
0 0 0 1 2



Daraus folgt:

(¢) Bei der Berechnung der Felder werden folgende Ableitungen auftauchen:

x(z') - p

W)

1 1
=(x- P)Vx'?g + ﬁvx’ (x-p)

V(@' + vt')
1
=3 Y

Zl

. X-p 1

x(z') - p
3 (')

Oy
1 20,/ /
= =337 (@ +vt)u(x - p)

_ X-p 1
= —750(37“593 - rgpI)

Fiir das elektrische Feld in IS’ ergibt sich dann:

E =

~Vy ' (z') — Op A(z")
X - 1 1. x-
3p + P)/ﬂ 7815/ p
r

47eg r3

Vi

7 4eq e

1 . X-p 1 2 92
| ~d L3 Ex - Zp) -
o (’y iag(v,1, )(3 5 X T3P> B (3

1 1
= (X . p)&ur—g + 773(%/ (X . p)

1
+ —37Px
,

X-p 1
75 U pabe

V(1= 5%z (1= B%)ps
L (yxp 1
4meq < rd y 73 Py >
z Dz
1 1
1 < X Pp 7" 1 7P )
47’('607 3 rd y s Py
z D=

1 X - 1
(1 xp_ 1
4modlag( YY) (3 5 X T3p>

T(.’E/) — |X‘ _ (,72(1,/ +’Ufl)2 +yl2 + 2/2)1/2

1.
(x-p)+ ngdlag(% 1,1)p

)e:

Das Feld wird also in y- und z-Richtung verstéirkt (senkrecht zur Bewegungsrichtung).



Fiir das magnetische Feld in IS’ ergibt sich dann:
B' =V AA'(2))
X-p

1 1
=— —Vy— ANe
7ﬁ47reoc * 3 *

1 1 X-p 1
= By——di L) (3=—=x—=p)|Ae,
67477606 iag(y, 1, )( 5 X T3p> e

0
1 1({_ x-p 1
— Z (32X _ =
5747‘(60 c ( 75 z 73 p= )
-y —Dy

(d) Ein solches Inertialsystem kann es nicht geben, da B?— C%E2 eine Invariante unter Lorentztransformationen

ist.

5 Strahlung einer rotierenden Hohlkugel

Auf einer im Koordinatenursprung zentrierten Kugelschale mit Radius R und verschwindender Dicke ist die
Ladung @ gleichférmig verteilt. Die Kugel dreht sich um die z-Achse mit einer vorgegebenen, zeitabhingigen

Winkelgeschwindigkeit w(t). Im Zentrum ruht ein Punktteilchen der Ladung —@Q.

(a) Geben sie die Ladungsdichte p an. Ist p zeitabhéngig?

(b) Zeigen sie, dass der durch die Rotation entstehende Strom j(ct,x) = p(x)w(t) A x divergenzirei ist. Zeigen
sie desweiteren unter Verwendung der Kontinuitatsgleichung, dass dieses Ergebnis dquivalent zum Ergebnis

aus Teilaufgabe (a) ist.

(¢) Berechnen oder argumentieren sie warum das elektrische Dipol- und Quadrupolmoment der Anordnung

verschwindet.
(D.h. es gibt auch keine elektrische Dipol- und Quadrupolstrahlung.)

(d) Zeigen sie, dass ¢ = = fd?’x’Lx,) fiir r > R gleich Null ist.

4meq [x—x']

(Die Formel fiir ¢ stimmt so, da p nicht von der Zeit abhiingt.)

Hinweis: Benutzen sie folgende Formeln (Gleichung 21 gilt fiir r > r/):

1 =

1
/71 dz P, (z) P, (x) = %i—i—lénm und Pi(x)=1

(e) Zeigen sie, dass [x — x| =r — e, - x' + O(1) gilt.

(f) Ausgehend von der Strahlungsformel gilt:

4 |x — x/|
i [
4 r

!

~ 20 [ (e - x) o - x-S
0 @ (3 - Lx) + (e~ £ ox)

c

(23)

Vollziehen sie die Schritte in Gleichung 23 nach und berechnen sie in dieser Niherung das Vektorpotential

A.

Hinweis: Bemnutzen sie folgende Formeln:

/ Ve, Ney =0

6



4
/dQ’(eT ey )e. Ney = gez Ae, (25)

(g) Berechnen sie das elektrische Feld fiir > R.

Lésungsvorschlag:

(a)
Q
47 R?

p(x) = 6(r — R) — Qé(x)

p ist nicht zeitabhéngig (9;p = 0).
(b)

V-j—(w/\x)VerpV'(w/\x)—w/\x(wr

@ Xy 50— R)— st(x)) —pw(VAX) =0  (26)

Betrachtet man die Kontinuitéitsgleichung V - j = —0;p, so folgt die Aquivalenz:

(¢) In der folgenden Diskussion sei das Koordinatensystem immer so gewihlt, dass dessen Ursprung im Mit-
telpunkt der Kugelschale liegt.
Das elektrische Dipolmoment muss verschwinden, da die Anornung kugelsymmetrisch ist und sich somit
keine Richtung auszeichnet in die das elektrische Dipolmoment zeigen kénnte.
Wihle das Koordinatensystem so, dass der Quadrupoltensor diagonal ist (ist fiir jedes Koordinatensystem
erfiillt, da es kein ausgezeichnetes Koordinatensystem gibt). Die drei Diagonalelemente miissen dann den
gleichen Wert haben (Q1; = Q22 = @33), da die drei Raumrichtungen dquivalent sind. Da der Quadru-
poltensor aber spurlos ist muss gelten:

3
ZQu‘ =3Q11 =0

i=1

Damit ist der ganze Quadrupoltensor gleich Null.

1 3, pla) 1 Q / 1 1
- &' - (= e -
¢ dreg / v |x — x|  4mwep \ 4w |x — Re,| Qr

Fiir » > R gilt mit:
1 i — R! > R [t > R 1
17 = 1 _— = _— = _— = —
/dQ x_ Re.l 27r/0 dising ;:0 oy Picost) = 2m ZEZO I /_1 dzPy(z)Py(x) = 27 ;:0 7 200 = A7

Zusammen ergibt sich dann fiir ¢:

1 (Q, 1 1\
= Treo (47747% B Qr) =0

(e) Unter Verwendung der Formel (1 + )% =1+ az + O(z?) gilt:

1/2
21 1/r? 1 1 1
|x—x'| = (r2+r’2—2x.X/)1/2 — r<1+712—2er~x’ =r|1+= (r2—2er~x’> +(’)(2> = r—er-x'—i—O()
T T 2\r T T T



o 1 Q r r e -x
A= —f/d?’x’ZMRZ(S(r’ - R) (w(t ——)Ax' + <8tw(t — E) /\x’> )

A r c

T drrdr

_Hl@ asy’ <Rw(t - 2) Ael+ %RQ(er -e;)<atw(t - g) Ae;))

T drdmor

o QR dw(t = %)
471 3c r

_mQR asy (w(t - g)ez nel+ g&gw(t — %)(er -el)e, A ei)

e, \Ne,

j2%) QR2 5t2w(t — E)
E=- —0,A=-2 TN e
Vo =0 4 3c r

e, \e,



