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1 Satz von Stokes

Verifizieren Sie den Satz von STOKES am Beispiel der Fliche A und des Vektorfeldes F'.

23+ y2?
F = | 2+22% |, A= {(z,y,2) eR® |22+ +22=1 A 2>0}
Tyz
Losung
Tz — 22 —xz
VXxF = 2yz — yz = Yz
2% — 22 0
Als néchstes das Integral iiber die Halbkugel
o 2 sin @ cos ¢ —sinf cos ¢ cos b
/dA-VXF = / d¢/ df sinf | sinfsing | - sin 0 sin ¢ cos 0
A 0 0
cos @ 0

2m /2
/ dqb/ df sin @ (—sin? 0 cos® ¢ cos O + sin? O sin? ¢ cos )
0 0

2m w/2
/ d¢ (sin? ¢ — cos? ¢) / df sin® 6 cos 0
0 0

=0
=0

Der Rand von A, iiber den man jetzt integrieren muss, ist ein Kreis in der z-y-Ebene mit Radius 1, den man
folgendermaflen parametrisiert:

r(¢) = (cos¢, sing, 0) = dr = d¢ (—sin¢, cos ¢, 0)

Damit folgt (man beachte, dass z = 0):

o —sin¢ o3+ yz2?
/ dr - F = / do cos ¢ oy 4 x2?
DA 0
0 TYZ

27
= / d¢ (—sin ¢ cos® ¢ + cos ¢ sin® ¢)
0



Den Wert der trigonometrischen Integrale erhélt man am einfachsten aus Symmetriebetrachtungen. Niitzlich ist
dabei auch die Tatsache, dass man bei T-periodischen Funktionen, so man iiber eine ganze Periode integiert,
den Integrationsbereich beliebig verschieben darf.

/ " () = / e )

In unserem Fall fiir T = 27 und ¢t = —7 beispielsweise symmetrisch zum Ursprung.

2 Satz von GauB3

Verifizieren Sie den Satz von GAUSS am Beispiel des Volumens V' und des Vektorfeldes F'.

F = y | V= {(z,y,2) eER® |2 +9°+ 22 <1 A 2>0}

LGsung

Zunéchst benotigt man die Divergenz von F':

V-F = 2+22

Diese integriert man nun iiber die Halbkugel.

1 27 w/2
/dVV~F:/drr2/ d(b/ df sinf (2 + 2z)
14 0 0 0

—ol i 0 1/1d 6 cos

= 9 37‘(‘ ™ 4 ; COsSU cos

_4 1

—371' 27T

_u

= 671'

Da in der ganzen z-y-Ebene dA 1 F' gilt, verschwindet das Integral iiber den ,,Boden* der Halbkugel. Bleibt
noch die obere Hilfte S der Kugeloberfldche:

o /2 sin 0 cos ¢ sin @ cos ¢
/dA~F = / d¢/ df sinf | sinfsing |- | sinfsing
s 0 0
cos 6 cos? 6

27 /2
= / dqb/ df sin@ (sin® 6@ cos? ¢ + sin?@sin? ¢ + cos®h)
0 0

w/2 /2
= 27r[/ df sin®6 + / df sinf cos® 0 ]
0 0
—2/3
2 1
=2 - + / dcosf cos®0 ]
3 0
=1/4
11

= —7

6



3 System von Differentialgleichungen

Losen Sie die folgende Differentialgleichung unter Beriicksichtigung der Randbedingungen. Welche Form hat die
Kurve, die v beschreibt?

v =vXxF, v(0) = vo, F = (0,0,1)

Losung
Vg 0 1 0 Vg
v = Uy = -1 0 0 Uy
Vs 0 00 v,

Wie man sieht, bleibt v, konstant. Es geniigt also, nur die z-y-Ebene zu betrachten (Formal zerfillt die Matrix
in eine direkte Summe).

v = =
Uy -1 0 Vy
=: A
Die Losung lautet daher:
v(t) = ey = Ny = et STy, = Sdiag(eMt, ) S vy

Die Eigenwerte von A sind A/, = F4, woraus unmittelbar die Eigenvektoren v; oc (4, 1) und vy o< (1, 4) folgen.
Damit erhilt man die Transformationsmatrix S sowie ihre Inverse S~!:

1 i 1 1 - 1
S = — , STt=8= —
AN V21 i
Der Ausdruck fiir v(t) lautet dann:
v(t) = Sdiag(e ™, ") S vy
1@ 1 e 0 —i 1
=5 ) Vo
2\ 1 0 e 1 —i
14 1 —ieTit e
= — . ’UO
2\ 1 4 et —ie"
1 ettt jet —jelt
=35 ) ) ) . Vo
2 —i e—zt 43 ezt e—zt + ezt

cost sint
= ’UO
—sint cost

Der Vektor v(t) rotiert um die z-Achse und beschreibt damit einen Kreis. Interpretiert man ihn als Geschwin-
digkeitsvektor mit v, = const. # 0, so beschreibt er die Geschwindigkeit eines Teilchens, das sich auf einer
spiralférmigen Bahn in z-Richtung bewegt.



4 Partielle Differentialgleichung

Losen Sie die folgende partielle Differentialgleichung unter Beriicksichtigung der angegebenen Randbedingungen
mithilfe eines Separationsansatzes.
0P (z,t) 0? ®(z,t)

Y = Tz ®(0,t) = ®(1,¢t) = 0, D(x,0) = sin(nz)
x

Losung

Der Separationsansatz

fithrt auf

T/ X//

T X

Die linke Seite ist nur noch von ¢, die rechte nur noch von x abhéngig. Das Gleichheitszeichen kann nur dann
fiir alle x und t giiltig sein, wenn beide Seiten der Gleichung konstant sind.

XT =TX" «—

T/ X//
T X
Die Losung hat also folgende Struktur:

= -k — T = -KT, X" =-kX

O(x,t) = ekt (A sinkx + B coskx)
Einsetzen in die erste Randbedingung liefert:
$(0,4) =0 <« Belt =0 < B=0
Daraus folgt, dass stets A # 0 gelten muss, da ® sonst die triviale Losung wire.

P(1,t) =0 <<= AeFtsink =0 < k=nr, neN

Um den vollstéindigen Lésungsraum zu ,erreichen®, muss ab jetzt also iiber alle n summiert werden (A — a,,).
Zu guter letzt noch die Startbedingung.

oo
®(z,0) = sinmx <~ Zan sin nmx = sinmtr <=  ap, = On;1
n=0
Die Losung lautet also:
—72¢ .
O(x,t) = e sin mx

5 Green-Funktion

Berechnen Sie mittels FOURIER-Transformation die GREEN-Funktion G(x) des LAPLACE-Operators. Geben Sie
damit die allgemeine Losung der PO1SSON-Gleichung fiir eine Punktladung ¢, die sich am Ort x( befindet, an.

Ad(z) = —@

Losung

Die FOURIER-Integrale lauten:

fe) = [ et fa)

3

Fouriertransformation der Bestimmungsgleichung liefert:



1
k2

Die gesuchte Funktion G(x) erhilt man schlielich durch Riicktransformation

“K2G(k) =1 < G(k) = —

G(z) = FT ' G(k)

- _/ d3k: eikm
- 2r)8 k2

1 o) 1 )
——/ dk;/ dcos @ etk cosd
Ar2 Jo -1

_ 1 > 1 ikx —ikx
= ), W et me™)
_ 1 l/oodk sin kx
27T2 T Jo k
=7/2 sgnx
11
 dn oz

Um das Integral in der Zweiten Zeile ausfiihren zu kénnen, wurde die Basis des k-Raums so gewihlt, dass k3 ||
ist. Aulerdem wurde fiir das #-Integral der iibliche ,, Kosinus-Trick® verwendet.

Mit der Ladungsdichte

lautet die Inhomogenitit der Gleichung

Faltung fiihrt schlieflich zur partikuldren Losung:

Bpare() = / &' Gz — ') g(a)

! /de' Lé(m'fa:o)

" dneg |z — 2|

_ 1 q
dreq ||l — x|

Da man im Unendlichen iiblicherweise ® = 0 wahlt, gilt fiir die homogene Lésung @y, = 0. Den homogenen
Teil der Losung kann man also mittels Randbedingungen ,,wegdiskutieren“ und man erhélt:

1 q

O(z) = Dpope(a) = —— ——0
@) = @pre(®) = e o=l
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zu 5: Fouriertransformierte der Definitionsgleichung

Wir berechnen die Fouriertransformierte der Definitionsgleichung
AG(x) =6(x) (1)

Zuerst die Fouriertransformierte der rechten Seite:
/d?’x S(x)e ke = g7 R0 — (2)

Jetzt die Fouriertransfomierte der linken Seite:

wir verwenden zweimal partielle Integration und die Tatsache, dass wir {iber den gesamten Raum integrieren und
im Unendlichen sowohl V G(x) als auch G(z) verschwinden miissen. Damit verschwinden die Obefléchenterme
aus der partiellen Integration.

/ P ek A G(x) = / P eV (V G())

=e**VG(x)|s — /d% (—ik) e~ *® V G(x)
=0

—ike kTG () | — ik / P (—ik) =k G(z) (3)
=0

=—k? /d3x G(x)e k=

=— Kk G(k)

Damit ist die Fouriertransformierte der Definitionsgleichung der Greenfunktion:

~k2Gk)=1 (4)



