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1 Losungen zur Lagrange-Mechanik

1.1 Pendel

FEine Masse M ist durch eine masselose Feder mit Federkonstante k£ mit einer Wand verbunden. M kann
sich nur horizontal entlang der z-Achse bewegen. Die Koordinate xjs bezeichne die Abweichung der
Position von M von der Ruhelage der Feder. An der Masse M sei ein ebenes Fadenpendel angebracht,
bestehend aus einer Masse m, die mit einem masselosen Stab der Lénge [ befestigt sei. Die Masse m kann
sich nur in der z-y-Ebene bewegen. Bestimme die Lagrangefunktion und daraus die Bewegungsgleichungen
der beiden Massen.

Y
L6ésung
Die Koordinaten der beiden Massen lauten:
Masse M: T1=TpN y1 =0
Masse m: ro=xp +1-sing Yo =1-cos¢

Die kinetische Energie vom gesamten System lautet:

T="Ty+T,= %x?w + % [(xM +l¢-cos¢)2 + (—lgz}-sin¢)2]

]\jxﬁj—l— QxM—i—meM cos ¢ + — (l(b) (sin® ¢ + cos® ¢)
M
;”” 2 10)? + mild - cos

Die gesamte potentielle Energie betragt:

k k
V=Vu+V :§x?\/17mgy2: §x§wfmglcos¢>

Die Lagrangefunktion lautet demnach:

M+m

L=T-V = >

: k
(l¢) +mlipd - cosd — §x?u + mgl - cos ¢



oL =0

(LM afLM

di [(M—l—m) T +ml¢cosq’)} + kxpr = (M +m) in + mlpcos g — mld?sing + kxpr = 0

=
Q‘J

E (ml%ﬁ + mlZ s cos (;S) - (—mlx'Mésingb —mglsin¢) =
= ml2¢ + mlZp cos g — mlquS sin ¢ + mlxM¢ sin ¢ + mgl sin ¢ =
= mlzzb + mlipr cos @ + mglsing =0

Die beiden Bewegungsgleichungen lauten demnach:

(M +m) i + ml¢cos g — mld? sin g + kap = 0

inpcosd+1d+ gsing =0

1.2 Magnetisches Feld

Ein Teilchen mit Masse m und Ladung g bewegt sich in einem Magnetfeld B=B -€,. Die Lagrangefunktion
ist gegeben durch
ﬁ—ETQ—%F (7 x B)

a) Bestimme die Bewegungsgleichungen der kartesischen Koordinaten aus der Lagrangefunktion.
b) Lose die Bewegungsgleichungen fiir die Anfangsbedingungen 7(0) = vgoé, und 7(0) = TZEO €y

L6ésung

e a) Die Lagrangefunktion kann man in kartesischen Koordinaten folgendermafien schreiben:
m q i
L=— =
2($1+5’32+$3 25:

Mit der Identitéit @- (b x @) = —b- (@ x &) schreibt man die zweite Summe um:

£=2(a +a3+af) + 3 Y wilix By

i=1

Fiir die kartesischen Koordinaten x; (i = 1,2, 3) gilt die Lagrange-Gleichung:

doL oL _
4 mi g(F’><§)}—g(7_"><§) =0
dt ) ! 2 !

Oder in Vektorform:

Dies ist einfach die Newton’sche Gleichung fiir die Lorentzkraft.
i—Ly=0
m
Mit der Bedingung B = Beé,bekommen wir:< 4 + %:& =0
2=0

e b) In der obigen Bewegungsgleichung ersetzen wir 7 durch 7. U, und & durch w.



Vg — wvy =0 vy:%’” vy = acoswt + bsinwt
Oy twu, =0 =i, +w, =0 = v, =—asinwt+bcoswt
v, =0 v, = const. v, = v,(0)

a und b sind Integrationskonstanten. Mit der Anfangsbedingung v(0) = vgé,, gilt dann:

v:(0) =a =1y Vy = Vg COS Wi
v,(0)=b=0 = v, =—vysinwt
v,(0)=0 v, =0

Integriert man diese drei Gleichungen mit der Anfangsbedingung 7(0) = “2¢, folgt fiir die kartesischen
Koordinaten:

x(t) = 2 sinwt + 2(0) = 22 sinwt
y(t) = 2 coswt + C = 22 coswt

z(t) =2(0) =0

Dies entspricht einer geschlossenen Kreisbahn um die z-Achse herum.

1.3 Atwood’sche Fallmaschine

Eine Masse M5 ist am Ende eines Fadens befestigt, der iiber eine masselose Rolle héingt. Am anderen Ende
ist eine andere Rolle mit Masse M; = 0, iiber die zwei Massenstiicke m; und ms hingen (s. Abbildung).
Beide Féden sind masselos, Reibung ist zu vernachléssigen.
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a) Stelle die Lagrangegleichung des Systems auf.
b) Bestimme die Bewegungsgleichungen und die Beschleunigung jeder Masse.

Losung
e a) Wir fithren zur Vereinfachung zwei neue Koordinaten ein:

y1 = X1 +x; (Hohe der Masse mbezogen auf den Nullpunkt)

ya = X1+ 22 (Hohe von mo)

Zwangsbedingungen: X7 + X5 =3 T+ To = s
Einfiihrung von generalisierten Koordinaten



Die Geschwindigkeiten der Massen lauten:

v(Mz) =
v(My) =
v(my) = (96 +9)
v(me) = —&+9y
(

Daraus folgt die kinetische Energie des Systems (mit M; = 0):

M
T:f¢2+%(¢2+2¢y+y2)+%

(9 — 2iy + i°)
Und fiir die potentielle Energie:
V = —Mgz —mag(lh —z+y) —mig(lh —x+12 —y)

Daher lautet die Lagrangefunktion:

M.
L="12j 2+7(1‘ +233y—|—y) 22 (y'2—2i‘3}+¢2)+Mgg:c+mgg(ll—x+y)+mlg(l1—m+lg—y)

2 2

e b) Beschleunigung von x:

doL oL
s g~ MeEma(@ +4) +ma(E —§) — Mag +mag +mag =0
= j:g(MQ_ml_m2)+?j(m2—m1)

M2+m1+m2

Beschleunigung von y:

d oL 0oL . .
aafy.—afy—m1($+y)+m2(y—x)—g(mz—ml)—0
N yzg(mz—m1)+$(m2—m1)

mq +m2

1.4 Teilchen in einem Kegel

Eine Kugel mit Masse m rollt in einem Kreiskegel mit Offnungswinkel o. (Abbildung unten). Bestimme
die Zwangsbedingung und Bewegungsgleichungen mithilfe der Lagrangegleichungen 1. Art in Zylinderko-
ordinaten. Gehe dabei vor wie im Beispiel aus der Vorlesung, und finde den Betrag der Zwangskraft.

Az

\d

LGésung

Die Masse kann sich nur entlang der geneigten Fliche bewegen. Mit £ = tana kénnen wir die einzige
Zwangsbedingung aufstellen:
A(z,r,¢) =1 —ztana =0

Dies ergibt:
of of of
= —tana =1

0z or 8725 =0



Die Lagrangefunktion lautet in den noch abhéngigen Zylinderkoordinaten:
L= % (7'“2 + 22+ r2q52) —mgz

Die allgemeine Lagrangegleichung 1. Art fiir eine Zwangsbedingung;:

doc oL _ of _

= =7
dt 9¢  0Oq dq 1

Daraus folgt fiir die drei Koordinaten die Bewegungsgleichungen:

z: m((4+g)=—-Atana = Z,

T m(f—rq-SQ):)\:Zr

o : mrzéﬁ. + 2mr7"gf) =0
Daraus folgt: In 2z- und r-Richtung iibt der Kegel Krifte auf die Masse aus, aber nicht in ¢-Richtung
(anschaulich klar). Jetzt wird die Zwangsbedingung eingefiigt:

z: m(fcota+g) = —Atana

r: m(F— rq'ﬁz) =A

o : mr(r{ﬁ + 2r¢) =0

Die dritte Gleichung ist die erste Bewegungsgleichung. Um den Parameter A zu eliminieren, wird die
zweite Gleichung tan o multipliziert und mit der ersten Gleichung addiert.

= (tana+ cota)i —r¢*tana+g =0

Das ist die zweite Bewegungsgleichung die zur Beschreibung des Systems nétig ist. Mehr unabhéngige
Bewegungsgleichungen hat man nicht, denn mit einer holonomen Zwangsbedingung gibt es nur noch zwei
Freiheitsgrade.

Um den Lagrange-Multiplikator A zu ermitteln, 16st man die Lagrangegleichung in der z-Koordinaten

nach 7 auf:
—Atan? a — mgtan

/i: =
m
und setzt 7 in die Lagrangegleichung fiir r ein
= —Xtan’a —mgtana — mrgz.SQ =A

gtan o + 7"(,232
mi=——1 "7

& A=-— 5
1+ tan® «

Damit kénnen wir den Betrag der Zwangskraft bestimmen:

‘Z‘:\/m: A2(1 4 tan? @) = [A| V1 + tan2 o
B gtana+ré2_ gtana+rq52

=m =m
V1 +tan® o /1
cos?a

=m (g sin o + rq.SQ cos a)

1.5 Masse auf schiefer Ebene (Klausuraufgabe)

Ein Massenpunkt (Masse m) gleite reibungsfrei unter dem Einfluss der konstanten Schwerkraft g auf
einer schiefen Ebene (Masse M, Neigungswinkel «), die selbst entlang der Horizontalen reibungsfrei
gleiten kann.



Stelle die Zwangsbedingungen auf, sowie die Lagrangefunktion in unabhéngigen generalisierten Koordi-
naten, und bestimme die Beschleunigung der schiefen Ebene in x-Richtung.

LGésung
Wir haben folgende Zwangsbedingungen:
(A)b=0
. y—>b
(fi)tana = —— & y—b=(r—a)tana
T—a

Sie sind holonom skleronom, und die Gewichtskraft konservativ = Losung iiber Lagrangegleichung 2.
Art.
Geeignete generalisierten Koordinaten:

T—a Y

qlza q2:l: = -
COs «x Sin o«

[ ist somit die Lénge entlang der schiefen Ebene.
Mit z =lcosa + a und y = lsin « gilt:

M m
po M2 Mo 2
54+ (&% +9°)
M . . .
= 7612 + % ((l cosa)? + 2lacosa + a* + (Isin a)2)
M ) .
= ﬂéﬂ + M2 + mlacos o
2 2
V =mgy = mglsina
M ) .
= L= ;ma2+%l2+mldcosa—mglsina
Fiir beide Koordinaten werden die Lagrangegleichungen aufgestellt:
doL oL -
%90 90 (M 4+ m)ia+ mlcosa—0=0
doL or [+ mii cos a + si 0
—— — — =ml+miacosa+ mgsina =
dt oi ol g
Die erste Gleichung losen wir nach ml auf, und setzen sie in die zweite Gleichung ein.
M
ma cos o + mgsin o — ﬂ(’i =0
cos o

"< (M+m0
~ almecose — ———
COos «x

. (m(cosQa— 1) —M) B

= —mgsina
cos

m sin a cos o

s = —-
msin?a + M I




1.6 Rutschendes Seil (Klausuraufgabe)

Ein ideal biegsames undehnbares Seil der Linge ! hingt im homogenen Schwerefeld der Erde (Erdbe-
schleunigung g > 0) iiber eine horizontale Stange (siehe Figur). Auf der Stange kann das Seil reibungsfrei
gleiten. Die Masse pro Lénge des Seiles, k, sei konstant iiber die Lénge des Seiles. Der Radius der Stange
sei vernachléssigbar. Betrachtet wird nur der Zeitraum, in welchem sich das Seil noch auf der Stange
befindet.

Z
0 _—Stange
l&
Z‘,_ =+
ZR -+ "_5e||

a) Verwende als generalisierte Koordinate ¢ die z-Position des rechten Seilendes. Zeige, dass sich die
Lagrangefunktion des Systems schreiben lésst als

1 1
L= inq'z + 259 ((T+9)°+¢°)

b) Zeige, dass sich aus der Euler-Lagrange-Gleichung die Bewegungsgleichung
j—-w'q=g
ergibt. Welcher Ausdruck wurde dabei durch w abgekiirzt?
c) Zeige, dass die Funktion
q(t) = Ae*' + Be ! — é
die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung ist. Bestimme die Integrationskonstanten A und B wenn

das rechte Seilende zum Zeitpunkt ¢ = 0 zur Koordinate zpg < 0 reichte und das Seil in Ruhe war. Zeige,
dass sich durch Einfiihrung des Ausdrucks Azg = zgo + % die Losung ergibt als

q(t) = Az cosh(wt) — %

d) Berechne damit den Zeitpunkt zu welchem das Seil gerade von der Stange gleitet und die Geschwindig-
keit des Seiles zu diesem Zeitpunkt. Vereinfache das Resultat mit Hilfe der Beziehung sinh(cosh™ (z)) =
Va2 —1.

e) Leite direkt aus dem Energieerhaltungssatz die Geschwindigkeit des Seils beim Abgleiten ab (dazu ist
die Losung der vorigen Aufgabe nicht notwendig!).

LGésung

e a) Die zwei relevanten Koordinaten sind zr und zz. Es gibt nur eine Zwangsbedingung:

A(ZR,ZL)ZZR+ZL+ZZO

= zp=qund 2z, =—-1l—¢q
Um die potentielle Energie einer solchen Massenverteilung zu finden, teilen wir das Seil in kleine Mas-
senstiicke Am; auf und machen den Grenziibergang Am; — 0. Auf der linken Seite:

0
. . K 0 K KR
7 v ZL
Ebenso rechts: Kg Kg
Ve=-7 =54

2 2



= V=T (@ ++a)P)

Fiir die kinetische Energie miissen wir nur wissen dass die gesamte Seilmasse mit der gleichen Geschwin-
digkeit ¢ rutscht:

Daraus folgt die Lagrangefunktion:

1 1
L=T—V=rli + 5rg (¢ + (1 +0)°)

doL oL
GO OE i kg(2q+1) =0
T il e e R
= i-2q=yg
Mit der Definition w = /29 gilt:
= j-uwlq=gyg

e ¢) Gegebener Losungsansatz:

q(t) = Ae®t + Be ' — —
q(t) = Awe*" — Bwe "
i(t) = Aw®e”’ + Bw?e ! = w? (Ae*' + Be ")

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt dies:

w? (Ae“’t + Be_wt) - w? (Aewt + Be_wt) + w2£ = w2£ _ 290

2“2 727
= ¢(t) lost die DGL, es miissen nur fiir die allgemeine Losung die Integrationskonstanten A und B
bestimmt werden. Mit Azy = zrg + % folgt:

l l
Q(O>:A+B_§:ZR0:AZO_§

Gg0O)=A—-—B=0
Daraus folgt, dass A = B = A;‘% und damit fiir die allgemeine Losung;:

A A l wi —wi l l
q(t) = %e“’t + %e_m —3= Az <6+2€) —5= Azycoshwt — 3
e d) Am Zeitpunkt ¢z, wo das Seil die Stange verlésst, ist ¢(tg) = —I.

l
Azg coshwt — 5= -1

1 —1 71
= tg = —cosh
o= (5a5)

Zu diesem Zeitpunkt betriagt die Geschwindigkeit:

-
G(tg) = Azpwsinhwtgp = Azpw sinh <cosh_1 5 )
20

12 w?2[? gl 2



e ¢) Wir gehen nun vom Energieerhaltungssatz aus um das letzte Ergebnis zu reproduzieren.

Anfangszustand:
— _ kg 2 2
Vi=Vy+Vg= —7 (ZRO+(Z+ZRQ) )
71 =0
Endzustand:
0
Vo = /dzngz = p
—l
Kl
T2 = EZ%
Energieerhaltung:
K K Kl
= —79 (2Ro + (14 2R0)?) = —Egl2 + Ez%

g (7
= \/gll 2+2Az§)
gl 2



